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Kapitel 1

Einleitung und Motivation

Formale Verifikation von Hard- und Softwaresystemen, insbesondere im Kontext
von Losungen in sicherheitskritischen Umfeldern, hat in den letzten Jahrzehnten
zunehmend Bedeutung erlangt. Eine Mdglichkeit, dieser neuen Herausforderung
an Softwaresysteme gerecht zu werden, ist das Model Checking.

Hierbei ist es dem Entwickler nun moglich noch wihrend des Designs, wihrend
der Implementierung, kurz wiahrend des gesamten Entwicklungsprozesses, Kri-
terien an die zu erstellende Software zu stellen, die im Rahmen eines Tools
(des Model Checkers) berticksichtigt und tiberpriift werden. Der Funktionsum-
fang und die Korrektheit der erstellten Losung sind somit nicht nurmehr einem
komplexen Beweisverfahren oder dem intuitiven Vorgehen des Entwicklers zu-
zuschreiben, sondern sind im Rahmen einer formalen temporalen Sprache (einer
temporalen Logik) spezifizier- und beweisbar.

Die Integration eines Model Checkers in den Software-Entwicklungsprozess birgt
somit das immense Potential, Fehler zu vermeiden, noch bevor sie tiefgreifende
Auswirkungen auf den weiteren Verlauf der Entwicklung haben konnten, die
Entwicklung damit schneller zu betreiben und eine mit den Vorstellungen der
Funktionalitéit einer Anwendung konsistentere Sicht zu erméglichen.

Insbesondere im Bereich der Interpretation der Ergebnisse stieflen die verwende-
ten Model Checker jedoch schnell an ihre Grenzen, wenn die zu verifizierenden
Eigenschaften des Ablaufverhaltens der zugrundeliegenden modellierten Anwen-
dung den gewiinschten Spezifikationen nicht geniigten, das gelieferte Ergebnis
des Model Checkers jedoch nur unzureichend Hilfestellung zur Anpassung des
Modelles oder der Eigenschaft gab. Aus diesem Umstand erwuchs somit schnell
der Bedarf fiir umfassendere Interpretationsspielriume des gelieferten Ergebnis-
ses. Das Ergebnis als schlichte Ja/Nein-Antwort reichte bei vielen, insbesondere
praxisnahen, und damit groflen, Beispielszenarien nicht mehr aus.

Somit etablierten sich interaktive Ansétze, sich dieser Einschrankung zu bemé&chti-
gen. Erste fruchtbare Kandidaten dieser Art fassten Model Checking als einen
interaktiven Prozess auf, in dem das zu priifende System und seine Spezifikati-
on in eine gemeinsame, beide Aspekte beriicksichtigende Struktur, synthetisiert
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wurden. Diese neue Verschmelzung ermoglicht es dem Entwickler, ein im Sin-
ne der Spezifikation nicht erwiinschte Modellierung besser zu erkennen, indem
nicht nur eine Ja/Nein-Aussage bzgl. der Erfiillbarkeit einer Eigenschaft fiir eine
konkrete modellierte Probleminstanz getétigt wird, sondern ebenso eine intuiti-
ve Anleitung zur Anpassung von Modellierung oder Eigenschaft vorgeschlagen
werden kann.

Ein erster Ansatz derartiger qualifizierter Aussagen ist es, nicht nur einen Kan-
didat fiir die Erfiillbarkeit oder Nicht-Erfiillbarkeit einer Eigenschaft anzugeben,
sondern dem Anwender gleich eine ganze Fiille solcher Kandidaten zu offen-
baren. In vielen Féllen hilft es nicht, wenn die Modellierung eine Eigenschaft
verletzt, ein zugehoriges Gegenbeispiel jedoch zu grofl gewéhlt wird, als dass es
dem Anwender beim Auffinden des Fehlers hilfreich sein kénnte. Die Moglich-
keit der Wahl geeigneter Gegenbeispiele oder auch belegenden Kandidaten soll
in dieser Arbeit betrachtet werden. Hierzu wird das Model Checking Problem
auf einen Ansatz reduziert, der es als Paritétsspiel auffasst. Ein daraus resul-
tierender (so genannter) Spielgraph wird anschlieflend als Kontrollflussstruktur
interpretiert und die Losungsmenge dem Nutzer prasentiert. Hiermit ist es dem
Anwender nun moglich, gezielt nach Eigenschaften zu suchen, die der Intenti-
on der Modellbildung am néchsten liegen und dahingehend die Modellierung
anzupassen.



Kapitel 2

Model Checking

Das folgende Kapitel liefert eine kleine Ubersicht iiber den Themenkomplex Mo-
del Checking. Der Begriff selbst setzt sich aus den beiden Themenkomplexen der
Modelle und der in diesen zu iiberpriifenden (meist temporalen) Eigenschaften
zusammen. Diese beiden Begriffe spielen im Laufe der gesamten Arbeit, wie
auch im Kontext des Model Checking selbst eine zentrale Rolle und werden in
diesem Kapitel formal eingefiithrt. Weniger formale Beschreibungen werden in
dem sich anschlieffenden Kapitel [3| vorgestellt und behandelt.

Formal kénnen wir Model Checking als Frage danach auffassen, ob eine gegebene
Struktur M Modell einer Formel ¢ ist. Ob also gilt

ME

Hierbei ist M gewoOhnlich eine endliche Struktur, die an Graphen erinnert. Ins-
besondere ist die genaue Ausgestaltung sowohl der zu untersuchenden Struktur,
wie auch der auf ihr geltenden Eigenschaft nicht néher festgelegt. Lediglich der
Umstand, dass die modellierte Struktur M fiir gewhnlich einer imperativen und
prozeduralen Beschreibung eines zustandsbasierten Systems und die Eigenschaft
¢ einem funktionalen, zustandslosen und auswertungsorientierten Ausdruck zu-
grundeliegen, lédsst sich als invarianter Kern dieses Verfahrens beschreiben.

Dabei ist jedoch zu beachten, dass die Modellierung der Struktur fiir den Model
Checker immer eine Abstrahierung ist, die die Gefahr birgt, gewisse Aspekte des
betrachteten Problems auszusparen oder neue Aspekte in die Modellierung auf-
zunehmen, die nicht das zu untersuchende Objekt widerspiegeln. Wenn Model
Checking also eine Aussage betrifft, ob eine FEigenschaft gilt oder nicht, hilft ein
Gegenbeispiel (falls die Eigenschaft nicht gilt) bzw. ein Beweis dafiir (falls die
Eigenschaft gilt), diese Aussage auf das konkrete Problem zu iibertragen und
die Aussage des Model Checkers wert zu schétzen. Wichtig in diesem Zusam-
menhang ist also, sich als Anwender des Verfahrens immer {iber die zugrunde
liegende Abstraktion des untersuchten Systems in eine Modellstruktur und die
Abstraktion der gewiinschten Eigenschaft (der Spezifikation) in eine (temporal-

11
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logische) Formel bewusst zu sein und das Ergebnis des Model Checking Prozesses
in diesem Kontext zu werten.

Die niichsten beiden Abschnitte etablieren die Begriffe Modell und Eigenschaft
im Kontext des klassischen Model Checkings in formaler Art und Weise. Hierbei
werden zunéchst die klassischen Vorstellungen von Modellen als Transitionsgra-
phen mit (ggf. vorhandenen) Annotationen an Kanten und Knoten, wie auch
sowohl lineare als auch verzweigende temporale Logiken vorgestellt.

2.1 Kripke-Strukturen und Transitionssyteme

Bisher wurden noch keinerlei Aussagen dazu getroffen, wie die Strukturen, fir
die Eigenschaften nachgewiesen werden, genau aussehen sollen. Hier existiert
auch keine einheitliche Definition — was auch nicht weiter verwundert, will man
ein breites Spektrum von zu modellierenden Problemstellungen beriicksichtigen
— als vielmehr verschiedene Modelle, die abhéngig von der betrachteten Problem-
stellung verwendet werden konnen und jeweils ihre eigenen Vor- und Nachteile
bergen.

Im Folgenden stelle ich drei dieser Vertreter genauer vor.

e Kripke-Strukturen (im Folgenden kurz KS)

e Labeled Transition Systems (im Folgenden kurz LTS)

o Kripke-Transitionssysteme (im Folgenden kurz KTS)
Intuitiv kann man sich darunter graphartige Gebilde vorstellen, bei denen je-
weils die Knoten (bei Kripke-Strukturen), die Kanten (bei Labeled Transition-

Systems) oder die Knoten und die Kanten (bei Kripke-Transitions-Systemen —
siehe [MOSS99]) beschriftet sind.

Alle drei Vertreter sind diskrete Modelle, die von einem diskreten endlichen Zu-
standsraum ausgehen und auf diesem automatenartige Transitionen vollziehen.
Denkbar sind zudem nicht-diskrete (siehe [Alu99] und [Hen94]) oder unendliche
(siehe [SB92]) Modelle, die hier jedoch nicht weiter betrachtet werden.

2.1.1 Kripke-Strukturen

Eine Kripke-Struktur (kurz KS) iiber einer Menge atomarer Aussagen (atomarer
Propositionen) AP ist ein Tripel (S, R, I) mit den Eigenschaften:

e S ist eine Menge von Zusténden

e R ist eine Relation R C S x S, die wir Transitionsrelation nennen

e [ ist eine Abbildung I : S +— 247 die wir Interpretation nennen.
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Abbildung 2.1: Beispiel einer Kripke Struktur.

Hierbei représentieren die atomaren Propositionen Symbole, die wiederum ato-
mare Aussagen widerspiegeln, die an den Zusténden gelten kénnen. Die Abbil-
dung I weist jedem Zustand eine Menge solcher atomarer Propositionen zu, die
in diesem Zustand gelten. Weiter wird angenommen, dass in der Menge AP der
atomaren Propositionen die Aussagen wahr und falsch enthalten sindﬂ Ferner
soll gelten

Vs € S : wahr € I(s) und falsch ¢ I(s).

Eine Kripke-Struktur heifit total, wenn ihre Transitionsrelation R total ist. Wenn
also gilt

VseS:3teS:(st)eR.

Wir nennen eine Kripke-Struktur partiell, wenn sie nicht total ist.

In unserer Betrachtung sind sowohl S als auch AP endlich. Ein Beispiel fiir eine
Kripke-Struktur ist in Abbildung zu sehen. Diese beschreibt eine abstrakte
Darstellung eines Kontrollflussgraphen, wobei der Zustand, in Form einer Va-
riablenbelegung zweier Variablen z und y, beschrieben wird und die Kanten die
Zustandsiibergiinge durch Anderung dieser Variablenbelegungen beschreiben.

2.1.2 Labeled Transition Systems

Wie der Name schon vermuten ldsst, sind Labeled Transition Systems (kurz
LTS) an den Kanten beschriftete Graphen. Formal ist ein solches System als
Tripel (S, Act, —) gegeben, wobei die folgenden Eigenschaften gelten.

e S ist eine endliche Menge von Zusténden

e Act ist eine Menge von Aktionen

e — ist eine Transitionsrelation —C S x Act x S.

IDies wird spéter bei der Definition einiger Operatoren aus den Temporallogiken von Nut-
zen sein.



14 KAPITEL 2. MODEL CHECKING

hunze

Kaffee Tee

Abbildung 2.2: Ein Modell eines Kaffee- und Tee-Automaten.

Fiir — existiert die folgende einfache Schreibweise: Gilt (s, a, s’) €—, so schreibt
man auch s = . Verstehen lisst sich diese Notation derart, dass aus einem
Zustand s in den Folgezustand s’ iibergegangen werden kann, wobei die Aktion
a mit der Umgebung interagiert bzw. in ihr ausgefiihrt wird. In einem solchen
Fall nennen wir s’ einen a-Nachfolger von s.

Wichtig ist hierbei, dass an den Kanten jeweils nur eine Aktion stehen kann.
Aus einem Zustand kommen wir also nur iiber genau eine Aktion — anstatt iiber
eine Menge von Aktionen — in den Folgezustancﬂ

Ein Beispiel aus dem Alltag fiir ein LTS modelliert einen Automaten, der nach
Miinzeinwurf sowohl Kaffee als auch Tee ausgeben kann. Zwei Varianten der
Modellierung eines solchen Kaffee-Tee-Automaten zeigt Abbildung

Die beiden Automaten unterscheiden sich hinsichtlich bestimmter Eigenschaf-
ten, wenn man Anforderungen an das Modell stellt, die einerseits durch eine
Linearzeitlogik und andererseits durch eine Branching-Time-Logik beschrieben
werden. Bei beiden Maschinen ergeben sich als maximale Berechnungspfade
die Mengen {Miinze, Kaffee} und {Miinze, Tee}. Eine Linearzeitlogik kann also
nicht zwischen den beiden Modellierungen unterscheiden. Eine Branching-Time-
Logik dagegen kann jedoch sehr wohl entscheiden, ob in jedem Fall nach einer
Miinze-Aktion eine Kaffee-Aktion folgt, was wir in einem spéteren Abschnitt
noch sehen werden.

2.1.3 Kripke-Transitionssysteme

Kripke-Transitionssysteme (kurz KTS) vereinen schliefllich die Eigenschaften
von Kripkestrukturen und Labeled-Transitionssystemen. Hier sind nun Beschrif-
tungen sowohl an den Kanten als auch an den Knoten zuléssig.

Formal lasst sich ein Kripke-Transitionssystem T {iber einer Menge atomarer
Propositionen AP als ein Tupel T = (S, Act,—,I) mit den folgenden Eigen-
schaften beschreiben.

e S ist eine endliche Menge von Zustdnden.

2Bemerke: Bei Kripke-Strukturen, waren wir in der Lage, an den Knoten Mengen von
Eigenschaften zu notieren.
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e Act ist eine Menge moglicher Aktionen.
e — ist eine Transitionsrelation —C: S X Act x S.

e I ist eine Interpretation I : S — 247,

In vielen Anwendungen werden die Mengen Act und AP disjunkt angenommen.

Die Transitionsrelation von Kripke-Transitionssystem und Labeled-Transitions-
systemen gleichen sich stark. Neu hinzugekommen ist lediglich eine Interpreta-
tion I, die jedem Zustand eine Menge atomarer Propositionen zuordnet, die in
ihm gilt.

Kripke-Transitionssysteme sind Verallgemeinerungen der beiden vorherigen Ver-
treter. Bei einer Kripke-Struktur ist die Menge der Aktionen Act leer, bei einem
Labeled-Transition-System ist die Interpretation I, die triviale Interpretation.

Anwendung finden Kripke-Transitions-Systeme etwa bei der Modellierung im-
perativer Programme fiir die Datenflussanalyse. An den Knoten werden in die-
sem Anwendungskontext Ergebnisse der Datenflussanalyse notiert, Kanten hin-
gegen tragen Informationen iiber den Programmablauf. Ist etwa das folgende
Programm gegeben

z 0;

i=0;

while (i !'= y)
Z = z+X;
i = 1i+1;

und der Untersuchungsgegenstand des Programms betrifft Lebendigkeitseigen-
schaften von Variablen, so ldsst sich daraus das Kripke-Transitions-System aus
Abbildung erzeugen. Eine in diesem Zusammenhang interessante Anwen-
dung von Model Checking fiir Datenfluss-Analyse-Probleme ist etwa in [Ste91]
zu finden. Hierbei lassen sich die Eigenschaften von Programmstellen durch
temporal-logische Formeln auf dem Kontrollflussgraphen beschreiben.

Manchmal wollen wir einen Zustand als den Ausgangspunkt eines Labeled-
Transition-Systems, einer Kripke-Struktur oder eines Kripke-Transitions-Systems
auffassen. Dann bezeichnen wir diesen ausgezeichneten Zustand mit sgq.

2.2 Temporale Logiken

Lag das bisherige Augenmerk auf der Modellierung der Systeme durch Transi-
tionsgraphen, fiir die Eigenschaften nachzuweisen waren, liefern die Temporal-
logiken die geeignete Beschreibungssprache fiir die Eigenschaften, die wir von
den spezifizierten Modellen erwarten. Die formale Beschreibungssprache in Form



16 KAPITEL 2. MODEL CHECKING

Abbildung 2.3: Beispiel eines Kripke Transitions Systems.

von zeitlichen Logiken, die in der Lage sind, Aussagen iiber und Verinderungen
innerhalb dieses zeitlichen Ablaufes zu treffen, werden nun in diesem Abschnitt
vorgestellt und vervollstdndigen damit das Gesamtbild des Model Checking
Kontextes.

Propositionale Logiken machen Aussagen, die sich iiber die Zeit nicht verindern.
Sie sind wahr oder falsch fiir alle Zeiten. Bei den Kripke-Transitions-Systemen
wurden bereits in den Zustdnden eine Menge von Knotenannotationen ein-
gefiihrt, die eine Aussage dariiber machen, welche Aussagen in einem Zustand
wahr sind und welche falsch. Nun kann es aber auch von Interesse sein, ob ein
solcher Zustand iiberhaupt erreicht wird. Hat z.B. in einem Kripke-Transitions-
System ein Knoten die Interpretation rot erhalten, so ist sicherlich von Interesse,
ob bzw. von welchen Knoten aus dieser rote Knoten erreichbar ist. Oder aber es
konnte von Interesse sein, ob auf einem Pfad, der das Kripke-Transitions-System
durchléuft, immer ab einer bestimmten Stelle alle nachfolgend besuchten Kno-
ten rot sind.

Doch wie werden solche Eigenschaften in einer formalen Sprache ausgedriickt?
Genau dies wird in den beiden folgenden Abschnitten beispielhaft durch einige
Kandidaten temporaler Logiken darstellt. Dabei werden zunéchst Linearzeitlo-
giken vorgestellt, die nur fiir einzelne Berechnungspfade Entscheidungen treffen,
ob eine Eigenschaft gilt, nicht jedoch formulieren, ob eine Eigenschaft fiir alle
Berechnungspfade gilt bzw., ob es einen Berechnungspfad gibt, fiir den eine
gewissen Eigenschaft gilt. Dies ermdglichen erst die Branching-Time-Logiken.
Hierbei wird dann auch die Unterscheidung des auf Seite[I4] vorgestellten Kaffee-
Tee-Automaten moglich.

2.2.1 Linearzeitlogiken

Ein prototypischer Vertreter von Linearzeitlogiken ist die propositional linear-
time logic (kurz PLTL, manchmal auch LTL oder PTL genannt) , die hiufig iiber
die eben vorgestellten Kripke-Strukturen definiert wird. Wenn p eine atomare
Proposition aus AP ist, so ldsst sich eine PLTL-Formel ¢ wie folgt erzeugen:



2.2. TEMPORALE LOGIKEN 17

TEp & péel(m) (2.1)
TED¢ & T (2:2)
TEOM Vo & 7w ¢ oder T (2.3)
TEX(¢) & |r|>1und7n! ¢ (2.4)
TEU(pY) © 3k0<k <|r|:7" k=1 (2.5)
und
Vi,0<i<k:7' E¢
TEF@$) & 3k0<k<|r:7"E¢ (2.6)
TEG@) & VEO<k<|r:7"E¢ (2.7)

Abbildung 2.4: Die Semantik einer Linearzeitlogik

¢ = pl=ld1 V ¢2| X (9)|U (6, 9)|F(9)|G(¢)

Hierbei werden diese Formeln iiber Pfade in Kripke-Strukturen interpretiert.
Diese kann man sich als eine Folge von Zustéinden vorstellen, die die Kripke-
Struktur geméf ihrer Transitionsrelation durchlduft. Eine solche endliche Folge
m = (7o, 71, .., Tn—1) von Zustinden, fir die gilt 7o, m1,...,Th—1 € 5,V0 < i <
n—1: (m,m+1) € R bezeichnen wir als einen Pfad. Einen unendlichen Pfad
bezeichnen dann jene Folgen von Zusténden, fiir die gilt Vi > 0 : (m;, mi41) € R.
Bei solchen Pfaden bezeichnet

e 7; den i-ten Zustand der entsprechenden Zustandsfolge und

o 7' mit (m; 11, it2,...) wird als Rest bezeichnet.

Durch diese Definitionen lésst sich jetzt bereits die Semantik der beschriebenen
Logik angeben, die in Abbildung zu sehen ist.

Die formale Semantikbeschreibung soll nun durch ein paar klirende Worte mit
etwas Leben gefiillt und eine Vorstellung fiir die Benutzung gewonnen werden.

1. Eine Zustandsfolge modelliert eine atomare Proposition genau dann, wenn
diese Proposition bereits im ersten Zustand gilt.

2. Diese Definition ergibt sich aus der intuitiven Vorstellung des Begriffes
Nicht.

3. Auch diese Definition folgt der intuitiven Vorstellung des Begriffes oder.

4. X(¢) (genannt neXt) verlangt, dass die Eigenschaft ¢ auch fiir den Rest
gelten soll, wenn der erste Zustand der Zustandsfolge entfernt wird. Folg-
lich gilt X (m) — gesehen von der aktuellen Position aus — immer fiir den
aktuellen Folgezustand. Da wir eine Logik mit Linearzeit betrachten, ist
dieser auch eindeutig. Da unsere Zustandsfolge mindestens die Lénge 1
haben muss, ist dieser auch vorhanden.
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A
xv  OO~O-O~0O
A A B
vas  OC>O~C~0O
A
Fa OO>O>0O>0O
A A A A A
sa  OOO>O>0O
Abbildung 2.5: Ein Anschauung fiir Modalitéiten.

5. U(¢, ) (genannt Until) verlangt intuitiv, dass die Eigenschaft ¢ solange
gilt, bis irgendwann v g‘iltﬂ Insbesondere erfolgt keine Aussage iiber die
Dauer der Giiltigkeit von 1. Es ist also ausreichend, wenn 1 in lediglich
einem Modellknoten gilt.

6. F(¢) (genannt Final) verlangt, dass fiir irgendeinen Zustand der Zustands-
folge die Eigenschaft ¢ eintreten muss.

7. G(¢) (genannt Global) verlangt, dass fiir alle Zusténde der betrachteten
Zustandsfolge die Eigenschaft ¢ gelten muss.

Abbildung [2.5 zeigt eine graphische Vorstellung der Formeln und der obigen
Beschreibung der verschiedenen Modalititen X, U, F' und G.

Die vorgestellte Definition ist keinesfalls minimal. Insbesondere reichen die bei-
den Modalitdten X und U, um die andere damit auszudriicken.

F() = U(wahro)
G() = ~F(=0)

Dennoch ist die vorgestellte Variante weitaus leichter verstdndlich und eingéngi-
ger.

3Diese Variante wird auch strong-until genannt, da i tatsichlich irgendwann eintreten
muss. Gilt dagegen die ganze Zeit ¢ und niemals 9, so kann eine Variante weak-until etabliert
werden, die in diesem Falle wahr wire. Diese Variante ldsst sich leicht durch U (¢,v) =
U(¢,v) V G(¢) definieren.
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s = wahr s [~ falsch
sEM NG & skE¢runds = d
sEG Ve & s ¢ oders = ¢
skElal¢ < Vimits St:tlE=o
sE()¢ & FHmits St:tEo

Abbildung 2.6: Semantik von HML

2.2.2 Branching-Time Logik

Eine kanonische Verallgemeinerung der Linearzeitlogiken sind die so genannten
Branching-Time-Logiken, die auch Aussagen iiber verzweigte Berechnungspfade
machen kénnen und damit eine echte Erweiterung der Linearzeitlogiken darstel-
len. Sie werden im Folgenden durch ihre Vertreter Hennessy-Milner-Logik (kurz
HML), die computation-tree-logic (kurz CTL bzw CTL* fiir ihre Erweiterung)
und schlieBlich den modalen p-Kalkiil (oder kurz auch p-TL) vorgestellt und
durch ein paar Beispiele mit Leben gefiillt. Schlieilich wird noch eine fiir den
Rest der Arbeit wesentliche neue Logik vorgestellt, die auf der Reduktion des
modalen u-Kalkiils basiert.

Hennessy-Milner-Logik (HML)

Die erste Logik ist eine recht einfach zu verstehende, aber, verglichen mit den
anderen noch folgenden Vertretern, nicht sonderlich ausdrucksstarke Logik und
nennt sich Hennessy-Milner-Logik (kurz HML). Sie ist auf bestimmte Aussa-
genklassen beschrankt. Eine Erweiterung dieser Logik um Fixpunkte beschreibt
den modalen p-Kalkiil, der im Anschluss vorgestellt wird und die stéirkste Aus-
sagekraft der vorgestellten Logiken besitzt.

Doch zunéchst zu HML. Die Logik ist definiert iiber einer Menge Act von Aktio-
nen, die von einer Variablen a durchlaufen werden. Dann lisst sich die Syntax
einer HML-Formel ¢ wie folgt beschreiben.

¢ := wahr|falsch|p1 V ¢2|p1 A ¢2| [a] ¢| (a) ¢

Neu hinzugekommen sind die beiden Modalitéten [] und (), die aufgrund ihrer
Form auch als Bozxoperator und als Diamondoperator bezeichnet werden.

Die Logik wird tiber LTS interpretiert. Bei einem gegebenen LTS
T = (S, Act, —)

wird induktiv definiert, wann eine HML-Formel ¢ fiir einen Zustand s € S giiltig
ist (s =1 ¢). Die Semantik einer solchen Formel lésst sich wie in Abbildung
beschreiben.
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O

Abbildung 2.7: Anschauung fiir die Operatoren O und ¢

Alle Definitionen folgen unseren Uberlegungen, die auch schon bei der PLTL-
Logik galten. Lediglich neu hinzugekommen sind der Box- und der Diamond-
operator. Hierbei beschreibt der Boxoperator intuitiv das Verhalten, dass im
Zustand s fiir alle a-Nachfolger von s immer noch die Formel ¢ gelten muss.
Beim Diamondoperator dagegen wird lediglich verlangt, dass es mindestens
einen a-Nachfolger gibt, fiir den die Formel gelten muss. Insbesondere ist es
auch nicht so, dass fehlende Nachfolger diesen Operator falsifizieren. Analog zu
all-quantifizierten Aussagen, erfiillen Knoten ohne Nachfolger jedwede Eigen-
schaft, die iiber einen Box-Operator spezifiziert ist. Eine graphische Vorstellung
der Operatoren liefert Abbildung [2.7}

Computation Tree Logic

Kommen wir nun zu einer Logik, die eine weitere Erweiterung der bisher bekann-
ten Logiken darstellt. PLTL wird héufig zur Uberpriifung von Korrektheitseigen-
schaften von Systemen eingesetzt. Die Frage danach, ob bei einer bestimmten
Ausfithrung eine bestimmte Eigenschaft eintritt, ldsst sich jedoch nicht mehr
mit/in PLTL ausdriicken. Solche Eigenschaften sind dagegen gut in CTL (com-
putational tree logic) beschreibbar. Die in ihr beschriebenen Formeln sind sehr
anschaulich und erméglichen uns eine grofie Menge von zeitlogischen Aussagen.
Doch wie sehen solche CTL-Formeln aus?

Ist p eine atomare Proposition, dann lésst sich die Syntax von CTL-Formeln
wie folgt beschreiben.

¢ = ¢1 V ¢2|¢)1 A ¢2‘EX¢)|EG¢)|¢1EU¢2

Die Operatoren werden in der Praxis jedoch noch haufig um die folgenden Ope-
ratoren erganzt.



2.2. TEMPORALE LOGIKEN 21

T,sEvfirveV < wves(V)
T.,sEEX¢ & dn:mp=sundT,m E ¢
T,sEEGp < Imimp=2undVk>0:T,m = ¢
T,sE®EUp; < Irmitmg=sundk >0:

T, 7, E ¢2 und
V0§j<k:T,7rj ':gbl

Abbildung 2.8: Semantik von CTL

EF¢ = wahr EU¢

AX$ = —EX-¢

AGd = —EF-¢

AF$ = —EG-¢

$1 AU = —(=¢2EU=¢1 A =da) N AF(¢2)

Wie PLTL-Formeln, werden die aus der obigen Vorschrift gewonnenen CTL-
Formeln iiber Kripke-Strukturen interpretiert. Ist eine Kripke-Struktur 7" und
ein Zustand s € S gegeben, dann ist die Semantik fiir T, s |= ¢ wie in Abbildung
induktiv definiert, wobei 7 hier ein Berechnungspfad ist.

Die Semantik fiir die boolschen Verkniipfungen ist wie gewohnlich definiert.

Hierbei beschreibt E X ¢, dass es einen Pfad gibt, auf dem ¢ im néchsten Schritt
gilt, AX ¢ dagegen verlangt diese Giiltigkeit im néchsten Schritt fiir alle solchen
Nachfolger. EF ¢ verlangt mindestens einen Pfad, auf dem schliefflich irgend-
wann ¢ gilt, AF'¢ verlangt dies dagegen fiir alle Pfade. ¢1 EFU ¢o verlangt, dass
es einen Pfad gibt, auf dem ¢; so lange gilt bis ¢o irgendwann gilt, ¢1 AU @2
verlangt dies analog wieder fiir alle Pfade. Schlielich soll bei EG¢ eine globale
Giiltigkeit von ¢ fiir einen Pfad herrschen, AG¢ dagegen fordert gar eine globale
Giiltigkeit auf allen Pfaden und damit im gesamten Modell.

A, E bezeichnet man demnach als Pfadquantoren, da diese Aussagen machen,
auf welchen Pfaden die Formel gelten soll, wahrend G, F,U, X als temporale
Operatoren bezeichnet werden.

Das Zusammenspiel von Pfadquantoren und temporalen Operatoren ist in Ab-
bildung zu sehen. Die Spitze des beschnittenen Kegels symbolisiert hierbei
einen moglichen Startpunkt fiir Modellexplorationen entlang eines oder mehre-
rer Pfade, wobei die Farberﬁ jeweils der Giiltigkeit der untersuchten Eigenschaft
entsprechen. So fordert AG etwa die Gliltigkeit der Eigenschaft auf allen Pfaden.
AF fordert die Giiltigkeit auf allen Pfaden in jeweils mindestens einer Stelle.
Die existenziellen Operatoren EF und AF schliefllich fordern die Giiltigkeit
fiir nur mindestens einen der von der Spitze des Kegels startenden Pfade. Die
Until-Operatoren EU und AU besitzen zwei Argumente und ermoglichen die

4In einer nicht-farbigen Version dieser Arbeit ist das rot in einer dunkleren, das blau
dagegen in einer helleren Grauschattierung zu erkennen.
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AG(rof) AF(rot)

U

EG(rot) EF(rot)

EU(rot,blau)  AU(rot,blau)

Abbildung 2.9: Eine anschauliche Vorstellung der CTL-Operatoren.

Beschrinkung des ersten Arguments entlang eines oder aller Pfade durch das
zweite Argument.

Zwei Beispiele fiir die Verwendung von CTL-Formeln sollen die Handhabung
verdeutlichen und weiter veranschaulichen, in welchen Bereichen diese Opera-
toren Verwendung finden:

o AG—(ownsi Aownssg) ist ein Beispiel fiir mutual-exclusion, bei der ein Res-
sourcenverwalter, der zwei Prozesse bedient, die gleiche Ressource niemals
gleichzeitig zwei verschiedenen Anforderern zur Verfiigung stellen darf.

o AG(EF(init)) besagt fiir ein Pradikat init, das den Startzustand eines
Systems beschreibt, dass es von jedem Punkt aus einen Weg wieder zuriick
in eben diesen Startzustand gibt, dass das System also zuriicksetzbar ist.

CTL krénkelt ein wenig in der Ausdruckskraft, da sich Pfadquantoren (A, F)
und temporale Operatoren (X,U, G, F) in CTL-Formeln abwechseln miissen.
Eine Erweiterung von CTL, genannt CTL*, umgeht diese Einschrinkung und
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lasst nun Formeln wie etwa AFG(p) zu. Damit wird CTL* echt méchtiger und
gewinnt somit an Ausdruckskraft — es ldsst sich zeigen, dass CTL* eine Ober-
menge von CTL und PLTL ist (vgl. hierzu [CD89|, [EH86] und [Lam80] sowie

Abbildung auf Seite .

Eine Erweiterung von CTL* schlief8lich, die sich jedoch nicht auf die Menge der
verwendeten Operatoren, als vielmehr auf die Ausdruckskraft bezieht, ist der
modale p-Kalkiil, der im néchsten Abschnitt vorgestellt wird.

Der modale p-Kalkiil (u-TL)

Der modale p-Kalkiil erweitert die bereits vorgestellte Hennessy-Milner-Logik
um Fixpunktoperatoren. Die Syntax von p-Kalkiil-Formeln ergibt sich aus der
folgenden Beschreibung.

¢ = wahr | falsch |
[al¢ | (a)o |
P11V | p1AG2 |

uX.é | vXeé | X

Hierbei lauft a tiber die Menge der Aktionen Act und X ist eine Variable aus
Var, der Menge der Fixpunktvariablen. Die beiden Fixpunktoperatoren sind
u/v und bezeichnen jeweils den kleinsten/grofiten Fixpunkt.

Die Grammatik lidsst keine Negationen zu und sicherlich ist dies nicht in allen
Fillen wiinschenswert. Dennoch ist dies keine echte Einschrankung, da sich die
Negationen bis auf die Ebene der atomaren Propositionen durch die Regel von
de Morgan und die Aquivalenzen

~(a) ¢ = [a] ¢
~(uX.9) = vX.~¢[~X/X]

umformen lassenP}

Formeln, die entsprechend der oben angegebenen Grammatik konstruiert wer-
den, werden iiber ein LTS T = (5, Act, —) interpretiert, dessen Zustinde aus
S die geschlossene Formel ¢ wahr machen. Um die Bedeutung von nicht-ge-
schlossenen Formeln zu erkldren, fiihren wir nun Umgebungen ein. Dies sind

partielle Abbildungen p : Var Rt 98 , die die freien Variablen in ¢ als Teilmen-
gen von S interpretieren; dann ist Mr(¢)(p) gerade die Menge von Zustéinden
des LTS T, die die p-Kalkiil-Formel ¢ unter Beriicksichtigung der Umgebung p
erfiillen. Die Bedeutung einer geschlossenen Formel dagegen ist unabhéngig von
einer konkreten Umgebung und gilt daher fiir alle Umgebungen gleichermaflen.

5Hierbei kénnen in bestimmten Fillen Probleme beim Entfernen von Negationen auftreten,
die wir hier jedoch nicht betrachten wollen, da diese sich aus Monotoniegriinden auch nur fiir
Formeln ergeben, in denen ¢ nicht monoton von X abhingt und damit solche Formeln die
Wohldefiniertheit der Semantik gefihrden.
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Mrp(wahr)(p) =S
Mr(falsch)(p) =10
Mr(la]9)(p) = {s|Vs":
s5s =5 € MT(¢)(p)}
Mr((a) )(p) = {s[3s:

5% s Ns' € Mp(o) p)}
2)(p) = Mr(d1)(p) U Mz (¢ 2)EP§
p

Mr(p1V @

Mr(p1 A d2)(p) = Mr(é1)(p) N Mr(h2)
Mr(X)(p) = p(X)

Mr(uX.9)(p) = fix, Fy,,
Mr(vX.0)(p) =fix, Fy ,

mit Fy ,(z) = Mr(¢)(p[X — ])

Abbildung 2.10: Semantik des modalen p-Kalkiils

Somit gilt fiir eine u-Kalkiil-Formel ¢ und einen Zustand s € S: s =T ¢, wenn
s € M7 (¢)(p) fiir eine beliebige Umgebung p.

Die Semantik von p-Kalkiil Formeln relativ zu einer Umgebung ldsst sich somit
wie in Abbildung beschreiben.

Propositionale Aussagen, wie auch der Box- und der Diamond-Operator ha-
ben die gleiche Bedeutung, wie auch schon in HML. Neu hinzugekommen, sind
lediglich die Operatoren zur Bestimmung kleinster (x) und groBter (v) Fixpunk-
te, wie auch Variablen, tiber die der Fixpunkt bestimmt werden soll. Zu diesem
Zweck wird eine Umgebung p genutzt, um iiber die Belegung der Fixpunktvaria-
blen Buch zu fiihren. Die genaue Art und Weise der Bestimmung der Fixpunkte
mittels fix,, und fix, bleibt hierbei jedoch offen.

Die p-Kalkiil-Formeln beschreiben in ihrer Ausdrucksstérke eine echte Obermen-
ge von CTL* (und somit auch von CTL), lassen sich doch alle CTL-Formeln
auch als p-Kalkiil-Formeln darstellen. So gilt etwa (nach [CGP99])

AG(¢) = vXoA[X
EG(¢) = vX.¢A()X
EF(¢) = pXoVv()X
AF(¢) = pX.oV[X.

Stellen wir abschlieflend noch einmal alle bisher betrachteten Logiken bzgl. ihrer
Ausdruckskraft in einem Venn-Diagramm gegeniiber, so ergibt sich das Bild aus

Abbildung 2:17]

Zwei Fragmente des p-Kalkiils: 3 und Vv

Da der in Abschnitt vorgestellte modale p-Kalkiil die anderen vorgestell-
ten Logiken in seiner Ausdrucksstirke umfasst, wenngleich Umformungen in
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u-Kalkdl

CIL*

Abbildung 2.11: Ein Vergleich der Ausdrucksstéirken verschiedener Temporallo-
giken.

den modalen p-Kalkiil Formeln unter Umstéinden exponentiell in ihrer Gréflie
anwachsen lassen, und damit in gewisser Form eine Universalitdt temporal lo-
gischer Eigenschaften etabliert, ist anzunehmen, dass sich weitere stédrkere Re-
sultate nur durch Einschrinkung dieser Méchtigkeit erzielen lassen. Diese Ar-
beit beruht grundlegend auf einer Einschrinkung des modalen p-Kalkiils und
bezieht ihre Ergebnisse gerade aus diesem Verlust der Ausdruckskraft. Anderer-
seits muss die Logik dennoch ausdrucksstark genug bleiben, um weiterhin einen
hinreichend grofien Fundus von Aussagen bereit zu stellen.

Die Einschrankung, auf die im Folgenden immer wieder Bezug genommen wird,
besteht in einer partiellen Partitionierung der Operatoren des p-Kalkiils in kon-
junktive und disjunktive Operatoren. Diese Partitionierung ist partiell in dem
Sinne, dass sich bestimmte Operatoren beiden Seiten — also sowohl der disjunk-
tiven, wie auch der konjunktiven — zuschreiben lassen. Gemeint sind damit z.B.
die atomaren Propositionen, die weder eine eindeutig konjunktive, noch eindeu-
tig disjunktive Gestalt besitzen — ja vielmehr, diese erst im Zusammenhang mit
einem zu iiberpriifenden Modell annehmen.

Diese Partitionierung in disjunktive und konjunktive Operatoren, die wir im
Folgenden Ju (fiir den um die konjunktiven Operatoren reduzierten p-Kalkiil)
und Vv (fiir den um die disjunktiven Operatoren reduzierten p-Kalkiil) nennen
mochten, wird im Folgenden kurz vorgestellt.

Wie fiir die atomaren Propositionen, gibt es auch fiir die Fixpunktoperatoren
natiirlicherweise mehrere Moglichkeiten, diese in einem konjunktiven wie auch
disjunktiven Kontext zu interpretieren. Diese Doppeldeutigkeit folgt aus der
Interpretation der Fixpunktoperatoren jeweils in einem applikativen deklara-
tiven Kontext und einem imperativen Kontext. Was damit gemeint ist, sollen
die beiden folgenden bekannten Sétze von Knaster, Tarski und Kleene genauer
kléren.

Satz 1 (Knaster-Tarski (vgl. [Tar55]) Sei f: D — D eine monotone Funk-
tion eines vollstindigen Verbandes (D,C) und P die Menge aller Fizpunkte von
f. Dann ist P nicht leer und es gilt
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ﬂP:ﬂ{xeDU(m)Ex}.

Insbesondere ist (| P der kleinste Fizpunkt von f.

Satz 2 (Kleene (vgl. [Kle52])) Sei f : D — D eine stetige Funktion auf
einer kettenvollstindigen Halbordnung (D,C) mit kleinstem Element L. Dann
18t

UL Lin > 0}

der kleinste Fixpunkt von f.

Waéhrend der Fixpunktsatz von Kleene eine natiirlicherweise explizite Darstel-
lung fiir einen imperativen Algorithmus liefert, zielt die Darstellung, Fixpunkte
als Supremum von Prefixpunkten zu interpretieren, auf eine eher deklarative
Interpretation des Fixpunktbegriffes ab. Obwohl beide Sétze ihrem Wesen nach
das gleiche Konzept (siehe hierzu auch Abschnitt beschreiben, tun sie dies
jedoch einmal in einer eher prozedural imperativen Art und Weise (weshalb Satz
auch als Kleenes Fixpunktiteration bezeichnet wird), wihrend Satz |1| einen
eher deklarativen Ansatz zur Darstellung des Fixpunktbegriffes liefert. Insbe-
sondere lassen sich die beiden Sétze in dualer Weise ebenso auf grifite Fixpunkte
anwenden und fithren dort zu dualen Resultaten. Da die den kleinsten Fixpunk-
ten auf Kontrollflussstrukturen zugrundeliegenden Livenesseigenschaften jedoch
eher einem imperativen Konzept entspringen und ein zu findender Pfad seinem
Wesen nach eine prozedurale Beschreibung dieses Phdnomens darstellt, fillt die
Wahl an dieser Stelle ebenso auf die explizite Beschreibung von Fixpunkten und
etabliert somit den kleinsten Fixpunkt p als einen disjunktiven, den groiten Fix-
punkt v als einen konjunktiven Operator, wenngleich diese Einteilung keinesfalls
so kanonisch erfolgt, wie in den anderen Féllen.

Die Operatoren V und A entstammen einer propositionalen Logik und sind daher
natiirlicherweise (wenn nicht gar ausschlieflich) in einem deklarativen Kontext
verankert und es ergibt sich die ebenso natiirliche Zuteilung von V zu den dis-
junktiven und A zu den konjunktiven Operatoren.

SchlieBlich bleiben noch die Operatoren O und ¢ (die Box- und Diamonope-
ratoren, die iiber keine Kanteneinschrinkungen spezifiziert sind). Diese beiden
Operatoren sind (neben den atomaren Propositionen), die wohl am ,stérksten®
modellabhéngigen Operatoren der Logik — iiber die Modellabhéngigkeit der Fix-
punktoperatoren werden wir uns an spéterer Stelle in Abschnitt [5.1.3] noch ver-
tiefend Gedanken machen. Diese Modellabhéingigkeit fundiert somit auch die
Betrachtungsweise als imperativ explizit motivierte Operatoren. Der ¢o-Operator
tibernimmt hierbei das Analogon zum disjunktiven Operator einer propositiona-
len (und damit auch deklarativen) Logik auf imperativer modellabhéngiger Ebe-
ne. Sowohl ¢ als auch V beschreiben in jeweils unterschiedlichen Betrachtungs-
weisen ein atomar selektives Verhalten, zum einen auf Modell-, zum anderen
auf Teilformelebene. Fordert V die Existenz eines Kandidaten mit gewiinschten
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¢ = wahr | falsch | ap
[0
[P1V @2
nX.¢

Hierbei bezeichnet ap eine atomare Proposition und X eine Fixpunktvariable.

Abbildung 2.12: Operatoren von .

Eigenschaften in den zugehorigen strukturellen und hierarchischen néchst klei-
neren Stufen, so fordert ¢ analog die Existenz eines Kandidaten im zugehérigen
niichstmoglichen Schritt eines zugrundeliegenden Modells (vgl. Abschnitt [3| fiir
eine genaue Beschreibung der Begriffe Schritt und Stufe). Die natiirliche Inter-
pretation von ¢ begriindet sich somit in einem disjunktiven Kontext. Analog
ldsst sich dies auf einen Vergleich von A und O iibertragen, der schliefilich in
der Auffassung einmiindet, O als einen konjunktiven Operator anzunehmen.

Eine besondere Rolle spielt in diesem Zusammenhang die Negation. Diese argu-
mentiert, dhnlich den propositionalen Operatoren, {iber Teilformeln — genauer:
iiber genau eine Teilformel. Sowohl das propositionale V und A, wie auch das
Modell orientierte O und ¢ argumentieren jedoch im Allgemeinen iiber meh-
rere Teilformeln bzw. Nachfolger. In beiden Féllen besitzen diese quasi eine
,Abhéngigkeitsaritit* von mindestens zwei. Die Negation argumentiert jedoch
lediglich iiber genau eines seiner Argumente. Somit ist es nur schwerlich moglich,
die Negation eindeutig einer konjunktiven oder disjunktiven Seite zuzuordnen,
die ihre Bedeutung aus der unterschiedlichen Behandlung der abhéngenden Teil-
konstrukte (also Teilformeln oder Nachfolger) beziehen und nehmen sie deshalb
in keine der beiden eingeschriankten Logiken Ju bzw. Vv auf. Mehr noch wiirde
die Zuteilung der Negation zu einer der beiden Teillogiken die gesamte Tren-
nung eriibrigen. Durch die Regeln von de Morgan lieflen sich die Operatoren der
einen Klasse in die der andere Klasse iiberfiithren.

Zusammenfassend ergibt sich also fiir die Logik 3 die Auswahl der Operatoren,
die in Abbildung zusammengefasst ist.

Angemerkt sei hierzu noch, dass diese Operatoren genau die Analoga zu den
h#ufig von Programmiersprachen geforderten Konzepte der Primitiven, der Kom-
binations- und der Abstraktionsmoglichkeit beschreiben. Hierbei iibernehmen
die Propositionen die Aufgabe der Primitiven. Die Operatoren ¢ und V erlauben
die Kombination von Eigenschaften im Sinne von Alternativen, wie von Pfaden
im Sinne einer Pfaderzeugung aus einzelnen Bausteinen. Die Bestimmung der
kleinsten Fixpunkte mittels p erlaubt schlieBlich die Abstraktion von explizit
beschriebenen Eigenschaften bzw. Pfaden hin zu impliziten Beschreibungen.
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Kapitel 3

Sichten, Konzepte und
Aspekte

Die spéter folgenden Abschnitte etablieren einen Standpunkt bzgl. des Model
Checkings, der, insbesondere bei einer erstmaligen Konfrontation, nicht intuitiv
erscheint. Hierbei wird Model Checking in einen Spielkontext eingebettet, der
es erlaubt, ein Model Checking Ergebnis aus dem Resultat eines Zwei-Personen-
Spieles abzuleiten, wobei der zugrunde liegende Spielplan eine Verschmelzung
aus Modell und Formel des aktuellen Model Checking Problems darstellt.

Um diesen Paradigmenwechsel einzufithren, méchte ich zunéchst auf den fol-
genden Seiten allgemein die Interpretation von Konzepten und Sichten bzw.
Aspekten vorstellen. Darunter kénnen wir uns eine Metaabstraktion auf die in
Informatik und Mathematik géingigen Konzepte vorstellen. Insbesondere stellt
das Konzept selbst wiederum ein Konzept in der vorgestellten Interpretation
dar und ermdoglicht somit eine — wenn auch auf den ersten Blick nicht triviale —
Anwendung auf sich selbst.

Atomos ist griechisch und beschreibt, speziell in Rahmen von physikalischen
Systemen, die kleinsten Bestandteile, aus denen dieses zusammengesetzt ist.
Hierbei beschreiben die Atome eine kleinste nicht weiter teilbare Einheit — ins-
besondere eine physikalische Einheit — die Grundlage und Bestandteil all dessen
ist, was uns an Materie umgibt. Dieses Prinzip, kleinste unteilbare Einheiten zur
Gestaltung groflerer Systeme und Objekte — und dies miissen nicht zwangslaufig
physikalische Objekte sein — heranzuziehen, findet ebenso in der Mathematik
ihre Anwendung, etwa bei der Erzeugung von Ordnungsstrukturen und damit
auch z.B. bei Zahlenmengen. Die kleinste unteilbare Einheit der natiirlichen
Zahlen ist demnach die 1. Die kleinste unteilbare Einheit der reellen Zahlen
(eine infinitesimale Grofle) dagegen ist nicht eindeutig beschreibbar und deren
Anwesenheit sowie Abwesenheit bereitet in gewissen Kontexten der Infinitesi-
malrechnung (insbesondere innerhalb der Integratiorﬂ) Schwierigkeiten. Gerade

1Fasse man etwa das Integral einer Funktion als grenzwertige Anniherung an die Fliche
zwischen dem Graphen der Funktion und der Abszisse des Koordinatensystems auf, so lidsst
sich diese Flidche durch eine unendliche grofle Menge von Rechtecken unterhalb des Graphen
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dieser Umstand zeigt eine scharfe Grenze der Reduzierbarkeit abzihlbarer und
iiberabzéhlbarer Strukturen auf ihre unteilbaren Einheiten auf, die auch in der
Geschichte der Mathematik fiir vielerlei unterschiedliche Interpretationen die-
ses Umstandes gesorgt hat. Diskrete Strukturen besitzen damit die Eigenschaft,
sich in abzihlbarer Form (in gewisser Weise imperativ) zu beschreiben und zu
erzeugen. Stetige Strukturen dagegen gewinnen ihre Form nicht aus der Zusam-
mensetzung, als vielmehr aus ihrer (deklarativen) Beschreibung.

Lose man sich nun von einer rein strukturorientierten Beschreibung und verall-
gemeinere dieses Prinzip, Grofleres aus Kleinerem zu erzeugen, so ergeben sich
natiirlicherweise drei Kategorien, auf die diese Art der Unterteilung anwendbar
ist.

1. Struktur
2. Verhalten

3. Hierarchie

Struktur Der erste dieser Punkte wurde bereits am Beispiel physikalischer
Systeme und der Vorstellung kleinster unteilbarer Einheiten (genannt Atome)
etabliert. Eine Anwendung in informationsverarbeitenden Prozessen besteht nun
gerade in der Strukturierung von Daten. In der Informatik werden Bits zu einem
Byte, Elemente zu einer Liste, Zeichen zu einem Wort zusammengefasst. Hierbei
ist dieses Prinzip genau ein Analogon, eine Abstrahierung der physikalischen
Vorstellung, Groferes aus Kleinerem zusammensetzen zu kénnen.

Verhalten meint in diesem Sinne, eine Tétigkeit — nicht notwendigerweise ei-
ne Verdnderung — {iber die Zeit. Im imperativen Sinne moge man sich dies als
Ausfiihrung eines Programmes, in realen physikalischen Rechensystemen als die
Folge von Schaltoperationen und in einem elektronischen Kreislauf als Fluss von
Elektronen vorstellen. Eine kleinste unteilbare Einheit eines Verhaltens wird in
diesem Sinne als Schritt bezeichnet. Im Sinne einer imperativen Programmier-
sprache ist dies also etwa gerade ein Befehl, im Sinne eines physikalischen Re-
chenwerks gerade ein Schaltvorgang, im Sinne eines elektronischen Kreislaufes
ein Zustandswechsel zwischen zwei diskreten aufeinander folgenden Elektronen-
konfigurationen, sofern dieser in einer geeigneten physikalischen Modellbildung
existiert.

anndhern. Doch welchen Fliacheninhalt besitzt ein jedes dieser Rechtecke? Betragt er 0, so
wére auch eine unendliche Aufsummierung dieser Rechtecke stets 0. Ist er dagegen ungleich
0, so kénnte eine solche Zahl in unendlicher Aufsummierung kein endliches Ergebnis liefern.
Solch eine Zahl miisste also genau irgendwo zwischen 0 und der kleinsten reellen Zahl, die
ungleich 0 ist, liegen. Insbesondere wire diese Zahl keine reelle Zahl mehr (vgl. [Rob74]).
Ein analoges Beispiel beschreibt die Vorstellung eines Kises mit unendlich vielen Léchern.
Haben die Locher eine endliche Gréfle, so besteht der Kise selbst nur noch aus Léchern und
existiert demnach gar nicht mehr. Wie sieht es aber aus, wenn diese Locher unendlich klein
werden? Besteht der Kése dann nur noch aus Léchern oder nur aus Kése, oder gibt es gar einen
Zustand irgendwo dazwischen, der unserer Vorstellung eines realen Kises noch am néchsten
ist?
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Zunichst scheinen die elementaren unteilbaren struktur- und verhaltensbeschrei-
benden Einheiten (Atom und Schritt) keinerlei Gemeinsamkeiten zu besitzen
und génzlich unterschiedliche Konzepte zu beschreiben. Bei genauerer Betrach-
tung zeigt sich jedoch, dass z.B. die Struktur selbst ein Verhalten beschrei-
ben kann, gerade in dem Sinne, in dem ein Programm als zusammengesetzte
Einheit von Schliisselbegriffen oder sogar von Worten und Zeichen aufgefasst
werden kann. In der Interpretation dieser strukturellen Beschreibung wird das
Programm schliefllich zu einer ein Verhalten beschreibenden Ausfithrung. Ande-
rerseits kann auch das Verhalten zur Beschreibung von Struktur herangezogen
werden. So sind es etwa die Churchschen Numerale (siche dazu den Abschnitt
, die es ermoglichen, die Hiufigkeit der Anwendung einer Funktion auf
ihr Argument auf die natiirlichen Zahlen abzubilden. Dies macht insbesondere
deutlich, dass die Trennung zwischen Struktur und Verhalten mehr eine virtuell
abstrakte Teilung, denn eine ihr immanent inne wohnende Separierung darstellt.
Ob das zugrunde liegende Teilbare nun aus Atomen im Sinne einer Struktur oder
aber aus Schritten im Sinne eines Verhaltens zusammengesetzt ist, ist vielmehr
eine Interpretation, als eine , Wahrheit“, und kann ebenso in den entsprechend
anderen Kontext tiberfiithrt werden.

Hierarchie Der wichtigste Punkt der oben genannten Aufzihlung ist jedoch
der der Hierarchie. Hierunter verstehe man die kleinste Einheit dessen, was sich
in Kategorien von iiber- und untergeordnet, von umfassend und eingebettet
beschreiben lasst. Das Wesen der kleinsten Einheit der Hierarchie bezeichne man
in diesem Zusammenhang als Stufe. Die Wichtigkeit und Allgemeingiiltigkeit
dieses Begriffes erschlieft sich, wenn man erkennt, dass sie genau das beschreibt,
was sie ist.

Gerade diesem Punkt der Verallgemeinerung von Hierarchien unter Einbezie-
hung von struktur- und verhaltensorientierten Kategorien, widmet sich der Rest
dieses Kapitels und beschliefit dieses mit einer Aufzéhlung von Beispielen fiir
diese Kategorie von aus unteilbaren Einheiten zusammengesetzten Strukturen,
die ihrem Wesen nach eine Unterteilung, eine Ordnung beschreiben.

Ein Punkt fiir weitere Betrachtungen ist die Moglichkeit, diese kleinsten unteil-
baren Einheiten wiederum zu neuen kleinsten unteilbaren Einheiten ,,zusam-
menzusetzen“ — wobei dies nicht zwangslaufig auf strukturelle Art und Wei-
se geschehen muss. Hierbei scheint eine zusammengesetzte unteilbare Einheit
zunéchst widerspriichlich, ist sie doch eben nicht unteilbar, sondern eben aus
Komponenten aufgebaut. Diese Atomizitéit besteht jedoch nur auf einer gewissen
Betrachtungsebene und stellt sich demnach dem Betrachter nicht zwangsléufig
als eine solche dar. So ist die 1 in der Betrachtung der natiirlichen Zahlen ato-
mar, in den reellen Zahlen dagegen nicht, ohne jedoch die Atomizitit der 1 in
den natiirlichen Zahlen dadurch in Frage zu stellen. Abschnitt [ iiber Spielgra-
phen beschreibt ein solches Beispiel, in dem ein Atom wiederum aus einer Stufe
und einem anderen Atom zusammengesetzt und in dieser Betrachtung wiederum
als unteilbar betrachtet wird. Hierbei werden Teilformeln und Modellknoten in
eine neue Form eines Spielgraphknoten aggregiert und in diesem als unteilbare
neue Einheit angenommen.
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3.1 Konzepte und Aspekte

Unter einem Konzept verstehe man im Folgenden eine Sammlung von Einstel-
lungen, Notationen, Konnotationen, Vorstellungen, Eindriicken und Benennun-
gen im Kontext einer Ordnung, wobei das Konzept selbst eine Form des Uber-
geordnetseins einnimmt. Hierbei ist das Konzept selbst das zu untersuchen-
de Gegenstandsfeld. Dieses Gegenstandsfeld zerfillt wiederum in Teile, die im
niichsten Abschnitt vorgestellt und als Aspekte bezeichnet werden. Insbeson-
dere sei hiermit auch nicht ausgeschlossen, dass das Konzept selbst wiederum
als Teil — und somit als Aspekt — eines weiteren iibergeordneten Konzeptes in
Erscheinung tritt. Konzept und Aspekt unterscheiden sich in dieser Sichtweise
also nicht in ihrer Struktur oder ihrem Verhalten, sondern ausschliellich in der
Relation, in der sie zueinander stehen (in der hierarchischen Ordnung). Ebenso
bleibt offen, ob das Konzept selbst wiederum in beliebiger Héufigkeit in weitere
Aspekte zerfillt oder aber irgendwann in einer Unteilbarkeit seinen Ursprung
manifestiert.

In dieser Betrachtung bildet das Konzept in der Gedankenwelt eines einzelnen
Menschen den Erfahrungs- und Intuitionshintergrund, vor dem sich die Vorstel-
lungen, Meinungen und Wertungen abzeichnen. Das Konzept wird schlieflich
zu einer allein giiltigen Vorstellungen dessen, was es eigentlich beschreibt und
verdeckt das Wesen dessen, fiir das es steht.

Aspekte unterscheiden sich ihrem Wesen nach nicht von den Konzepten. Erst
in der hierarchischen Abtrennung von den Konzepten erhalten die Aspekte in
dieser Betrachtung ihre Bedeutung und Wertigkeit. Wir fassen sie in diesem
Kontext als Teile, Partien, Stiicke oder Teilmengen eines sie beschreibenden
und iibergeordneten, sie umfassenden Konzeptes auf. Auch die Relation zu an-
deren Aspekten wird nicht weiter eingeschriankt, so dass sich die Aspekte auch
ihrerseits iiberschneiden und iiberlappen kénnen, oder aber keinerlei Uberein-
stimmungen aufweisen.

3.2 Beispiele fiir einen Wechsel der Sichten

Die niichsten Abschnitte fithren die beiden soeben vorgestellten Begriffe Kon-
zept und Aspekt nun in einigen beispielhaften Anwendungen zusammen, um
das Wechselspiel und die Bedeutung der Begriffe mit Leben zu fiillen. Es wer-
den einige Bereiche der Mathematik (in ihrer strukturellen Erscheinungsform)
und der Informatik (in ihrer verhaltensorientierten Erscheinungsform) in den
sie umfassenden Konzepten und die sie konstituierenden Elemente vorgestellt.
Es sei noch einmal darauf hingewiesen, dass diese Vorstellung bereits beim Le-
ser ein Konzept aktiviert, das mit den vorgestellten Ideen und Konnotationen
verkniipft ist.
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3.2.1 Binomialkoeffizienten

Das in diesem Abschnitt nun vorzustellende Konzept ist mit dem Namen Bino-
mialkoeffizienten benennbar. Selbst diese scheinbar einfache Benennung ist be-
reits der erste wichtige Schritt zum Verstédndnis des Konzeptes. Der Name selbst
liefert bereits ein Werkzeug der Greifbarkeit. Sobald das Konzept mit einem Na-
men ausgestattet ist, kann es in Texten erwdhnt und in einem Disput darauf
verwiesen werden. Sobald das Konzept benannt wird, ist es ,angreifbar® fiir an-
dere Betrachtungen. Im Besonderen erschlieflen sich nach einer Benennung auch
die weiteren Aspekte des Konzeptes leichter. Die Benennung stellt somit einen
ersten Schliissel fiir die Zuginglichkeit dessen dar, fiir das die Benennung (das
Benannte) steht. Fraglich — wenn auch eher in psychologisch-philosophischer
Hinsicht — ist der Umstand, ob ein Ding, eine Idee, eine Vorstellung iiberhaupt
existiert, wenn es keinerlei Moglichkeit einer Benennung fiir eben jenes gibt. Am
ehesten wiirde man solche Konzepte wohl als Gefiihle, Intuition oder Stimmun-
gen bezeichnen, die, aufkeimend aus scheinbar chaotischen und ungefilterten
Sinneskonvulsionen, nur nach und nach ihren Weg in die Bewusstseinsperiphe-
rien bis hin zu gewollten und beabsichtigten Entscheidungen bahnen und in eine
eng umgrenzte Klassifikation in Form eines Namens einmiinden.

Ein ebenso wichtiger Aspekt wie der Name ist — zumindest in mathematischen
und formalen Kontexten — die Notation. Der Binomialkoeffizient besitzt hierfiir
die hinldnglich bekannte Schreibweise (Z) Doch bereits an dieser Stelle wird
die verzahnte Struktur von Notation und Benennung sichtbar, fragt man sich
etwa nach den Namen der Komponenten dieser Notation. So gibt es etwa kei-
nerlei weithin giiltige Bezeichnung fiir die Komponenten der Notation n und &,
wenngleich ein Name fiir das Gesamtkonstrukt besteht. Kann ein Fehlen einer
Benennung also ebenso ein Hinweis fiir die Unwichtigkeit darstellen, wie das
Vorhandensein eines Namens ein Hinweis auf die Wichtigkeit darstellt?!

Sobald jedoch das Konzept {iber eine Notation verfiigt, wird es empfanglich fiir
syntaktische Analogien, Transformationen und einer dieser Notation zugrunde
liegende Intention. Erst die Notation erlaubt es dem Konzept einer gewissen
rhetorischen Beliebigkeit zu entflichen und sich in einer formalen Sprache ei-
ner gewissen strikten Bedeutung zu erfreuen. Ist die Benennung bereits eine
Einbettung in ein zum Austausch gedachtes wissenschaftliches Netzwerk, so be-
reitet die Notation die formale Grundlage fiir die Verwendung dieses Konzeptes
in einer wertfreien Umgebung. Ist die Benennung noch an eventuelle kulturelle
Wertigkeiten des verwendeten Begriffes gebunden, so erzeugt die Notation einen
in gewisser Weise wertfreien und ethikneutralen Raum, in dem das Konzept los-
geldst von einer kulturgeschichtlichen Gebundenheit existieren kann. Jegliche
Bezugnahme auf das Konzept ist nun lediglich an dieses formale System gebun-
den und losgelost von dem, was es — im semantischen Sinne — beschreibt.

Name und Notation bilden somit die wichtigsten Grundpfeiler eines Konzep-
tes, da sich erst durch diese Aspekte weitere neue Aspekte etablieren konnen.
Die Notation verhilft dem Konzept zu einer Identitdt und erlaubt erst jetzt,
Aspekte eindeutig zuordnen zu kénnen. Der Name ist der Greifpunkt, unter
dem das Konzept — im wahrsten Sinne des Wortes — , begriffen“ werden kann.
Die Notation schliellich erlaubt eine Einbettung in eine formale Sprache. Erst
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mit der Notation ist es moglich, das Konzept mit anderen dhnlichen — oder aber
auch ganzlich unterschiedlichen — Konzepten zu vergleichen und neue weitere
Aspekte, die auf diese Notation aufbauen, zu etablieren. Liefert die Benennung
eine Einbettung in einen nicht-formalen alltéglichen Kontext, so bettet die No-
tation das Konzept schlielich in einen formalen Raum, von dem aus weitere
Betrachtungen moglich werden.

Ein weiterer Aspekt des Konzeptes der Binomialkoeffizienten ist eine Beschrei-
bung. Eine solche Beschreibung erdffnet ein Anwendungsfeld, eine Vorstellung
und eine — wenn auch beschrinkte — Sicht mit Beispielcharakter fiir das Kon-
zept. Eine mogliche Beschreibung fiir Binomialkoeffizienten koénnte etwa wie
folgt aussehen:

Der Binomialkoeffizient (Z) beschreibt die Anzahl der Moglichkeiten,
k Elemente aus einer n-elementigen Grundmenge zu wéhlen.

Zunéchst ist leicht zu erkennen, dass sowohl von Notation, als auch von der
Benennung Gebrauch gemacht wird, um diesen nunmehr neuen Aspekt zu eta-
blieren. Ferner erlaubt uns die umgangssprachliche Umschreibung des Konzeptes
nun, eine gewisse, wenn auch diffuse, Vorstellung zu erlangen, die in diesem Fal-
le auf scheinbar vorhandene kombinatorische und mengentheoretische Gesichts-
punkte zuriickgreift. Erstmalig ist dies also ein Aspekt, der auf andere Aspekte
— namlich genau diejenigen, die Mengenauswahl und Kombinatorik betreffen —
zugreift und damit eine Briicke zu bereits Bekanntem etabliert.

Wichtig sei an dieser Stelle noch, auf die Gefahr zu verweisen, die mit einer sol-
chen Beschreibung einhergeht. Gewinnt der Aspekt der Beschreibung schlief3-
lich definitorischen Charakter, so verdréngt er die anderen bekannten — und
auch unbekannten und somit moglichen — Aspekte dieses Konzeptes und redu-
ziert das Konzept selbst schliefllich auf eben diese Beschreibung. Es sei noch
angemerkt, dass die Gefahr nicht ausschlielich von der eingeschrénkten Bei-
spielhaftigkeit des Konzeptes herriihrt. Auch eine Definition in einer formalen
Beschreibungssprache wie der Mathematik kann ihrem Wesen nach ebenfalls
Beispielcharakter besitzen und weitere Aspekte verdecken, indem die Definition
den Alleinanspruch als Stellvertreter fiir das Konzept beansprucht und damit
weitergehende alternative Betrachtungsweisen verdeckt. Dass das Konzept aber
im umfassenden Sinne auch jenseits dieser Beschreibung existiert und sogar
dariiber hinausgeht, soll im Folgenden deutlich werden.

Bisher haben wir neben der Benennung und der Notation nur die Beschreibung
als Aspekt des Konzeptes, das wir Binomialkoeffizienten nennen, beschrieben.
Mit Etablierung der Notation gewinnen wir sogleich eine Fiille von Konnotation
zu anderen Bereichen unserer formalen Sprache, die die Sprache der Mathematik
ist. So ldsst sich etwa auch die folgende Notation ableiten:

k!

Hierbei beschreibt der Term n% den Ausdruc nx(n—1) % -x(n—k+1).

2Diese Notation hat ihren Ursprung in der diskreten Analysis; einer Theorie, die Integration
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Diese Darstellung vermittelt wiederum einen Zusammenhang zum Konzept der
Polynome und intendiert, Binomialkoeffizienten eben als solche Polynome auf-
zufassen. Dieser Wechsel der Begrifflichkeiten — und damit auch Begriffswelten
— erlaubt es schlielich, Aspekte einer Begriffswelt zu benutzen und deren Aus-
wirkungen auf die Begriffswelt des entsprechenden Konzeptes zu iibertragen.
Fassen wir Binomialkoeffizienten nun als Polynome auf, erschliefen sich auto-
matisch Begrifflichkeiten wie die der Nullstellen, Stetigkeit, Monotonie, Graphen
etc., deren Ubetragbarkeit auf das Konzept des Binomialkoeffizienten iiberpriift
werden kann.

Die obigen Beispiele vermogen einen kleinen Eindruck der Méchtigkeit und All-
gemeinheit eines Konzeptes zu geben, lassen sich nur geniigend unterschiedliche
Aspekte erschliefen. Eine kleine Auswahl an weiteren Aspekten zum Konzept
der Binomialkoeffizienten sei hier nur exemplarisch aufgelistet. Der interessierte
Leser wird schnell weitere Schliisse ziehen und weitere Aspekte identifizieren
konnen. Ich verzichte daher an dieser Stelle auf eine weitere Erklarung und
liefere diese Liste daher ohne weitere Anmerkungen.

3.2.2 Null

Nachdem das letzte Kapitel eine konkrete Vorstellung eines Konzeptes und eines
Aspektes anhand eines bekannten Beispiels vorgestellt hat, soll dieses Kapitel
versuchen, das Verfahren auf ein weiteres Konzept anzuwenden. Hierbei wird
sich herausstellen, dass die Extraktion eines Aspektes und die Konnotation ei-
nes Konzeptes mit gesellschaftlichen, manchmal sogar philosophischen, Betrach-
tungsweisen, schnell in grenzwertige Bereiche fiihrt, deren einziger Ausweg in
der Konzentration auf Notation und Transformation besteht. Das Beispiel, dem
wir uns im Folgenden widmen mdochten, ist das Konzept der Null oder auch
des Nichts. Wir erkennen bereits hier, dass eine Benennung nur schwer, wenn
nicht sogar unmaglich ist. Um jedoch eine eindeutige Grundlage fiir die weiteren
Betrachtungen zu haben (das Konzept also bereits in diesem Sinne greifen zu
kénnen), wollen wir dasjenige Konzept beschreiben, das in seiner mathemati-
schen Notation mit dem Zeichen 0 beschrieben wird.

Die Benennung des Konzeptes ist, wie wir bereits gesehen haben, duflerst schwie-
rig und entzieht sich weitgehend seiner Behandlung. Beschreibungen wie Null

und Differentiation in einen endlichen diskreten Kontext einbettet und insbesondere auch ein
Analogon zum Fundamentalsatz der Analysis liefert. Mehr Informationen dazu sind etwa bei
[Gra03] zu finden.
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oder Nichts lassen schnell den Vorwurf aufkeimen, etwas Unbeschreibliches be-
schreiben zu wollen. Wenn das, was wir beschreiben wollen, jedoch bereits in
seiner Definition als nicht beschreibenswert deklariert wird, drehen wir uns of-
fensichtlich im Kreis, etwas genauer definieren zu wollen, was per Definition
bereits nicht definierbar ist. Wie kénnen wir dem Nichts einen Namen geben,
wenn es ja bereits das Nichts ist und sich damit auch einer Benennung weitge-
hend entzieht?!

Was bleibt uns jedoch, wenn der Name schon so duflerst schwierig zu fassen
ist, um dieses Konzept weiter zu untersuchen? Wie bereits beim Konzept der
Binomialkoeffizienten (Abschnitt zu erkennen war, scheint die Notation
ein fruchtbarer Weg fiir weitere neue Aspekte zu sein, den wir auch an dieser
Stelle weiter beschreiten wollen. Da die Einbettung in einen formalen Raum
mittels einer Notation in einem ethikfreien und wertneutralem Sinne vollzogen
werden kann, wird durch die Notation eine rein syntaktische Behandlung der 0
moglich.

Betrachten wir zunéchst wieder die bekannte mathematische Notation 0, so ist
auch hier fraglich, ob ein Zeichen fiir das Konzept, das eigentlich das Nichts be-
schreiben soll — und somit auch zeichenlos ist — zutreffend ist. Oder lisst sich das
Konzept des Nichts nicht vielmehr als Relation aus einem oder mehreren Etwas
erzeugen?! Verfolgen wir diesen Weg, so lisst sich die folgende Beschreibung der
0 leicht herleiten (7 beschreibt hier die imaginére Einheit).

ei*Tr + 1

Wird dieser Gleichung in vielerlei Hinsicht eine gewisse Asthetik, manchmal
gar Magie zugesprochen, da sie weif}, die wichtigsten Konzepte der Mathematik
zu vereinheitlichen (neben natiirlichen, kommen transzendente und komplexe
Zahlen in ihr vor), ist sie dennoch nicht geeignet, das Nichts geniigend zu be-
schreiben, da sie eben dieses aus dem Etwas erzeugt und nur eine Relation zu
Bestehendem etabliert?]

Um den Leser nach so vielen Einschrankungen und Riickschlégen nicht gédnzlich
im Ungewissen iiber die Bedeutung des Zeichens 0 zu lassen, betrachten wir
zum Schluss noch einen weiteren Aspekt des Konzeptes, der von Alonzo Church
etabliert wurde und auf die Church’schen Numeraleﬂ zuriickgeht. Die folgende
Notation beschreibt gerade Church‘s Vorstellung des Nichts.

Afx.x

Obige Notation beschreibt eine anonyme Funktion, die bei Eingabe eines Ar-
gumentes eine weitere Funktion — nédmlich genau die Identitdt — zuriickliefert.

3Philosophisch oder auch religits interessierte Leser mogen sich an dieser Stelle fragen, ob
das Etwas nun aus dem Nichts, oder aber das Nichts aus dem Etwas entstanden ist. Scheinbar
etabliert das eine genau das andere und liefert somit keinen Ausweg aus dem altbekannten
Henne-Ei-Problem.

4Die Church’schen Numerale beschreiben eine Einbettung der natiirlichen Zahlen in einen
Kontext der Funktionsapplikation des A-Kalkiils und wurden von Alonzo Church in [Chu65]
vorgestellt.
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Nebenbei sei erwdhnt, das sich diese Vorstellung konsistent in eine vollstandi-
ge Arithmetik auf den natiirlichen Zahlen einbetten ldsst. So lassen sich mit
einer entsprechenden Angabe des Konzeptes der 1 (gar des Konzeptes der Exi-
stenz?) und der Addition die natiirlichen Zahlen vollstéindig beschreiben und
es stellt sich somit die Frage nach der tatsichlichen Gestalt der natiirlichen
Zahlen — der diskreten abz#éhlbar unendlichen formalen Ordnungsstrukturen —
wenngleich nunmehr zwei Darstellungen davon existieren. Doch sind diese Dar-
stellungen dquivalent oder muss man sich bei genauerer Betrachtung ebenso Ge-
danken iiber das Konzept von Aquivalenz und Gleichheit machen, und zerflieBt
damit das gesamte formale wissenschaftliche Gefiige in einer Sofle aus Beliebig-,
Interpretierbar- und Austauschbarkeit? Oder aber ist der Kern dessen, was es
zu wissen gilt, genau der, dass es keine absoluten Wahrheiten gibt, sondern sich
jede Wahrheit im Rahmen ihrer Einbettung in ihre Konzepte bewegt und sich
darin als wahr oder eben falsch behauptet?

Genau hier schliefit sich der Kreis zum Model Checking. Denn auch das Model
Checking selbst weist Eigenschaften doch nur relativ zur formalen Modellbil-
dung nach, nicht jedoch absolut zum dem Modell zugrundeliegenden System.
Die Aussage, dass ein mit Model Checking iiberpriiftes System eine bestimmte
Eigenschaft besitzt, muss also — selbst in der Annahme eines korrekten Model
Checkers — dahingehend relativiert werden, dass der Model Checker eine einer
formalen Notation entsprechenden Eigenschaft gegen ein formales Modell des
Systems validiert. Die riickbeziiglichen Aussagen zum modellierten System und
der spezifizierten Eigenschaft miissen also ebenso iiberpriift werden. Diese Uber-
priifung muss jedoch — zumindest zur Zeit noch — vom Menschen selbst vollzogen
werden. Hier ist wiederum die Wichtigkeit zu erkennen, die sich aus Ergebnis-
sen des Model Checkings ergeben, die iiber reine Ja/Nein-Aussagen hinausgehen
und dem Menschen in Form von Begriindungen, Beweisen, Gegenbeispielen und
Argumenten anleiten, die Modellbildung bzgl. des System oder der Eigenschaft
geeignet zu korrigieren bzw. anzupassen.

3.2.3 Model Checking

Die beiden vorgestellten Konzepte der Binomialkoeffizienten und der Null lie-
Ben bereits erahnen, welch neue Sichten und damit auch Moglichkeiten sich bei
einem Wechsel des Standpunktes und der Etablierung weiterer Aspekte ergeben
konnen.

Die in Abschnitt [2]vorgestellte Sicht des Model-Checking-Begriffes werde im Fol-
genden als die klassische Sicht bezeichnet und beschreibt den Zusammenhang,
der sich aus der Betrachtung eines deklarativen Konzeptes unter einer impera-
tiven prozeduralen Betrachtungsweise natiirlicherweise ergibt. Diese Verschmel-
zung auf einer eher semantischen Ebene — die Probleminstanzen unterscheiden
zwischen Modellen und Eigenschaften — ldsst sich nun auf einer syntaktischen
Ebene fortfithren. Die Begriffe syntaktisch und semantisch beschreiben hier-
bei auf der einen Seite die konkrete mathematische Problemformulierung und
auf der anderen Seite das dahinterliegende intendierte Modell (im Sinne einer
Vorstellung), das dieser Problemformulierung zugrunde liegt. Fithrt man diesen
Verschmelzungsprozess auf der syntaktischen Ebene der Problemformulierung
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fort — unifiziere man also sowohl die eigenschaftsbeschreibende Temporallogik
als auch die verhaltensbeschreibende Modellbildung — so ergibt sich eine spiel-
theoretische Beschreibung des urspriinglichen Gesamtproblems. Nunmehr sind
also nicht Modelle und Eigenschaften, die gegeneinander validiert werden sollen,
die Problemeingaben. An ihre Stelle sind eine Mischung aus Regeln, Gewinnbe-
dingungen, Spielern und ein den Spielverlauf regulierendes Instrument des Spiel-
graphen getreten, wobei die gewiinschte Problemlésung von Ja/Nein-Antworten
in eine Gewinner/Verlierer-Situation iiberfithrt wurde. Eine dieser Neuinterpre-
tationen des Ergebnisses besteht nun jedoch in der Moglichkeit, {iber den Pro-
blemlosungsweg zu argumentieren. In der klassischen Sicht geschieht dies meist
iiber eine Argumentation iiber Teilformeln und deren Einfluss auf das Gesamter-
gebnis. Die nunmehr spielbasierte Sicht dagegen, erlaubt es {iber Spielstrategien,
Gewinnmengen und Spielsituationen zu argumentieren. Zwar lassen sich diese
Begriffe jederzeit in die klassische Sicht {ibersetzen, doch bietet der Wechsel in
die spielorientierte Sicht an dieser Stelle einen intuitiveren Zugang zum Gesamt-
problem.

Wichtig ist also nicht, die Gemeinsamkeiten zwischen der klassischen und der
spielbasierten Sicht des Model-Checking-Problems herauszustellen, als vielmehr
die den jeweiligen Sichten eigenen und damit neuen Aspekte des Gesamtkon-
zeptes hervorzuheben. Hiermit wird auch der Begriff der klassischen Sicht iiber-
fliissig, ist es doch eine rein historische Bezeichnung, die dem Kern des Paradig-
menwechsels doch nur in zeitlich-historischer Sicht entspricht, jedoch keinerlei
substanzielle Unterschiede aufzeigt.

Eben dieser Paradigmenwechsel von einer ehedem klassischen Sicht in eine spiel-
basierte Sicht iibernimmt dieses letzte Kapitel und fiihrt im néchsten Kapitel die
Grundlage fiir diesen Wechsel (die Spielgraphen) ein. Ferner beschreibt der wei-
teren Verlauf dieser Arbeit eine formalere Fundierung der in diesem Abschnitt
eingefithrten Konzepte und erldutert den Sichtenwechsel an sich, wie auch seine
Méglichkeiten, am Beispiel des eben beschriebenen Wechsels im Model Checking
Kontext.



Kapitel 4
Spielgraphen

Im Folgenden soll eine neue Sicht fiir das Model Checking Problem vorgestellt
werden. Hierbei wird Model Checking nicht mehr nur als ein Verfahren gesehen,
das auf zwei Strukturen — néamlich der Formel auf der einen und dem Modell auf
der anderen Seite — als vielmehr auf nur noch einer Struktur arbeitet. Zu die-
sem Zweck werden die getrennten Problemteile Eigenschaft und Modell in eine
gemeinsame Struktur iiberfiithrt. Eine solche Darstellung des Model Checking
Verfahrens, die es auf Grundlage eines Zwei—Personen—Spielesﬂ auf einem so ge-
nannten Spielgraphen etabliert hat, wobei das Spielergebnis Auskunft iiber das
Model Checking Ergebnis selbst gibt, wurde erstmalig in [EJS93] vorgestellt.
Hierbei werden sowohl das Modell als auch die Formel miteinander zu einem
Spielgraphen ,,verschmolzen*, dessen Knoten eine Teilformel und einen Knoten
des Ursprungmodells als jeweils kleinste unteilbare Komponenten (siehe dazu
auch Kapitel des Ursprungsproblems in sich vereinen. Die Knoten dieses
Spielgraphen sind in zwei Mengen partitioniert und beschreiben dadurch, wel-
cher der Spieler am jeweiligen Knoten am Zuge ist. Durch abwechselndes Ziehen
an den Knoten wird schlieflich ein Gewinner dadurch ermittelt, dass er seinen
Gegner in eine Situation bringt, in der dieser nicht mehr ziehen kann, oder
aber er konstruiert ein (unendliches) Spiel, bei dem er immer wieder ,,moglichst
giinstige* seiner Knoten besucht. Hierbei versuchen die Spieler jeweils die Formel
an dem Knoten, an dem sie sich befinden, durch geschickte Wahl der Nachfolger
zu beweisen oder aber zu widerlegen. Die beiden Spieler entscheiden sich hier-
bei withrend des Spieles an ihren Knoten jeweils immer gleich (wihlen an einem
Knoten also immer den gleichen Nachfolger — auch wenn sie diesen wiederholt
aufsuchen) und insbesondere unabhingig davon, wie sie zu diesem Knoten ge-
langt sind.

Zwei Beispiele fiir derartige Spielgraphen zeigt Abbildung Die Knoten 1, 3,
5, 6 und 7 gehoren dem ¢-Spieler, die Knoten 2 und 4 dagegen dem O-Spieler.

1Dje Bezeichnung dieser beiden Spieler ist in der Literatur relativ uneinheitlich und deckt
mit Bezeichnungen von 0/1 iiber 0/< und V/A bis zu Vlbert/3Jloise ein buntes Spektrum aller-
lei Assoziationen zu den Bedeutungen der Spielercharaktere ab. Im Folgenden wir aus Griinden
der Ubersicht und Einfachheit die ménnliche Form verwendet, wenngleich mit Bezeichnungen
wie Adam/Eva oder Albert/Eloise auch durchaus wiirdige geschlechtsdiskriminierende Vari-
anten existieren.
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Abbildung 4.1: Ein kleines Beispiel fiir einen Spielgraphen.

Startet ein solches Spiel nun an dem Knoten 1, so ist Spieler ¢ am Zug und
muss einen Nachfolger wihlen. An dieser Stelle existiert nur der Knoten 2 als
Nachfolger. Stelle man sich die Knoten als Container vor und hinge an jedem
Knoten eine Formel, so wére es die Aufgabe des ¢-Spielers nun zu beweisen, dass
seine Formel gilt, indem er fiir mindestens einen Nachfolger (fiir mindestens eine
Teilformel) zeigt, dass dieser die Formel erfiillt. In diesem Falle gibt es nur den
Nachfolger 2. An dieser Stelle wiire Spieler O am Zuge. Spieler O hat nun nicht
die Verpflichtung, die Formel an seinem Knoten durch geschickte Nachfolgerwahl
zu beweisen, als vielmehr zu widerlegen, indem er fiir einen Nachfolger zeigt, dass
deren Teilformeln nicht erfiillt sind. In diesem Falle gibt es keinen Nachfolger
und Spieler O kann seinen Beweisverpflichtungen nicht nachkommen. Der o-
Spieler hat damit gezeigt, dass es mindestens einen Nachfolger (mindestens eine
Teilformel) gibt, die er belegen kann — ndmlich genau die in Knoten 2 (da Spieler
O wiederum aus Knoten 2 nicht fiir alle Nachfolgeknoten (fiir alle Teilformeln)
das Gegenteil beweisen kann).

Startet das Spiel dagegen aus Knoten 3, so ist die Wahl des Knotens 5 fiir den
O-Spieler keine gute Wahl, da von diesem Knoten wiederum nur ein Zug zu
Knoten 6 moglich ist, von dem aus es keine Moglichkeit gibt, den eigenen Be-
weisverpflichtungen nachzukommen. Wenn Spieler ¢ also gewinnen (und damit
die an Knoten 3 befindliche Formel belegen) mochte, bleibt nur die Wahl fiir
Knoten 4. Hier jedoch kann Spieler O mit der Wahl von Knoten 6 zeigen, dass
sich nicht alle Teilformeln der Formel an Knoten 4 belegen lassen (Knoten 6
ist néimlich genau eine Wahl fiir ein solches Gegenbeispiel). Spieler ¢ kann also
nicht verhindern, dass Spieler O gewinnt; oder anders ausgedriickt, Spieler ¢
kann nicht gewinnen, da Spieler O in jedem Fall gewinnt.

Kanten zwischen Knoten beschreiben also eine Teilformelrelation, wobei eine
Kante von einer Formel auf ihre Teilformeln verweist. Eine Beispiel fiir eine
Formel, die dem linken Spielgraphen aus Abbildung[d-I|entspréche ist etwa ttVit.
Diese Formel héngt nur von ihren beiden Teilformeln ¢t und ¢t ab, die jedoch
identisch zueinander sind. Im Speziellen besitzen diese Teilformeln weder weitere
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Teilformeln noch sind sie widerlegbar — entsprechen also gerade der dargestellten
Situation. Interpretieren wir das Erfiillen einer Formel mit der Belegung 1 und
das Widerlegen einer Formel mit der Belegung 0, so entspricht der linke Graph
in Abbildung |4.1| ebenso den Formelrﬂ max(1,1) oder 1% 1.

Eine bislang unbehandelte Kante zwischen den Knoten 7 und Knoten 3 wi-
derspricht scheinbar dem Konzept der Interpretation einer Kante als Teilfor-
melrelation. So glaubt man doch, dass eine Teilformelrelation transitiv sei und
eine Formel in Knoten 7 demnach Teilformel des Knotens 3 wire. Wie aber
kann Knoten 3 zur gleichen Zeit Teilformel von Knoten 7 sein, wenn beide For-
meln gleichzeitig verschieden sein sollen? Hierfiir ist es hilfreich, sich Kanten
nicht langer als Beschreibung einer Teilformelrelation vorzustellen, sondern als
Abhdngigkeitsrelation. So gibt es also eine Kante von einer Formel ¢ zu einer
Formel ¢’, wenn der Wert von ¢ ausschliellich durch den Wert von ¢’ bestimmt
wird. Dies steht im Einklang mit der Interpretation von Kanten als Teilfor-
melrelation, da in applikativen Kontexten der Wert einer Funktionsapplikation
vollstéindig und ausschlieBlich von ihren Argumenten abhéingt. Der Wert einer
Funktion f angewendet auf ein Argument z (die Notationen f(z) oder auch
fx werden in dieser Arbeit synonym verwendet) héngt also ausschlieflich vom
Wert der Argumente, vom Wert von z, ab.

Die Bedeutung der Kante von Knoten 7 zu Knoten 3 erschliefit sich, wenn man
den Knoten 3 als Fixpunktbestimmungsoperator auffasst. Ist man also an einem
Fixpunkt einer Funktion interessiert, so liasst sich dieser Operator durch den Y-
Operatorﬂ beschreiben und bestimmen. Ist etwa die Einsfunktion f; gegeben
(definiert als fijz = 1), dann gilt Y f; = 1, da 1 der (insbesondere einzige) Fix-
punkt von fi ist. Da Y¢ jedoch ein Fixpunkt von ¢ ist, gilt ebenso ¢p(Y¢) = Yo
(genannt Fixpunkteigenschaft). Hieraus ist erkennbar, dass der Spielgraph fiir
eine solche Fixpunktbestimmung eine Kante ¢(Y ¢) — Y ¢ enthilt, da der Wert
von ¢ vom Wert seiner Argumente (in diesem Falle Y¢) abhéingt. Wegen der
Fixpunkteigenschaft von Y ¢ lassen sich Quelle und Ziel dieser Kante jedoch
umformen zu der neuen Kante Y¢ — ¢(Y ¢) und es ergibt sich gerade die glei-
che Kante mit gegensitzlicher Orientierung. Hierbei ist festzustellen, dass die
Funktion ¢ sowohl von ihren Argumenten abhéngt, wie auch, dass fiir bestimm-
te Argumente (eben Fixpunkte dieser Funktion), diese Argumente von diesem
Fixpunkt abhiingen (eben identisch zu diesem sind). Angewandt auf das Bei-
spiel aus Abbildung [.1] beschreiben die Knoten 3, 4 und 7 also — zum Beispiel
— eine Fixpunktbestimmung, wobei Knoten 3 den eigentlichen Fixpunkt, Kno-
ten 4 die Formel, iiber die der Fixpunkt bestimmt werden soll und Knoten 7
schliefllich die Variable der Formel, iiber die der Fixpunkt bestimmt werden
soll, représentieren. Nicht jedoch nur im Falle einer Fixpunktbestimmung héngt
das Argument von der Funktion selbst ab; jede rekursiv beschriebene Funktion
erfiillt diesen Tatbestand und wére demnach ein ebenso geeigneter Kandidat fiir
die Interpretation dieser drei Knoten.

Eine Gewinnstrategie fiir einen Spieler — also das Wissen, welcher Nachfolger

2Ein Fuzzy-Logiker wiirde an dieser Stelle ebensogut von T- und S-Spielern reden kénnen,
wenn er T- und S-Normen als Verallgemeinerungen konjunktiver bzw. disjunktiver Konzepte
interpretiert.

3In Anlehnung an die von Moses Schénfinkel und Haskell Curry eingefiihrte kombinatori-
sche Logik (vgl. [Fey65]) definiert als Y = Af.(Az. f(zz))(A\x. f(zz)).
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an einem bestimmten Knoten zwangslaufig zum Sieg fithrt — entspricht damit
dem Model Checking Ergebnis. Die Knoten, von denen aus der ¢-Spieler (also
der beweisende Spieler) gewinnt (die also in seiner Gewinnstrategie liegen), re-
préasentieren gerade jene Knoten im urspriinglichen Modell, fiir die sich die im
Knoten des Spielgraphen enthaltene Eigenschaften nachweisen lésst.

Eine andere Vorstellung mag in der Auffassung eines Spielgraphen als Kontroll-
flussstruktur einmiinden, deren verzweigende konditionale Komponenten ,,un-
schliissig” iiber ihr Verhalten sind. Der Model Checking Prozess liefert nun Ge-
wissheit fiir derartige Komponenten und legt sie auf eine Richtung fest. Moge
man sich diese Konditionalknoten als Reprisentanten von IF-Statements auf-
fassen, so wird die in diesen Verzweigungen auszuwertende Eigenschaft von ei-
ner zunéchst nicht-deterministischen Auswahl in eine deterministische transfor-
miert.

Die folgenden beiden Abschnitte beschreiben zun#chst eine Formalisierung des
oben bereits Geschriebenen und verdeutlichen den Verschmelzungsprozess von
Modell und Formel in Abschnitt fiir die reduzierte Logik Iy (siehe Abschnitt
[2.2.2). Daran anschliefend verkniipft Abschnitt die bisherige Intuition des
Model Checking Ergebnisses mit dem Ergebnis, das sich aus einem auf diese Art
erstellten Spieles ergibt.

4.1 Synthese von Formel und Modell

Spielgraphen fiir das Model Checking Problem stelle man sich am besten als eine
Art Kreuzprodukt iiber das Modell zum einen, und iiber die Teilformeln der zu
untersuchenden Eigenschaft zum anderen vor. Hierbei entsteht ein neuer Graph
(eben der Spielgraph), dessen Knoten jeweils eine Teilformel der urspriinglichen
Formel und einen Knoten des urspriinglichen Modells reprasentieren. Der folgen-
de Abschnitt fundiert die Notation und Formalisierung dessen, was unter einem
Spielgraphen zu verstehen ist. Hierbei erfolgt eine Beschriankung auf die auf

disjunktive Operatoren reduzierte und demnach insbesondere alternierungsfreie
Logik Ju.

Definition 1 (Spielgraph fiir 3 (nach [EJS93])) Ein Spielgraph fiir eine
Kripke Struktur K = (Vi, Ey, I) iiber einer Menge atomarer Propositionen AP
und eine (alternierungsfreie) Formel f € Ju ist ein Tupel G = (Va, Vs, E) mit
einer Knotenmenge V' und einer Kantenmenge E, wober die folgenden FEigen-
schaften gelten.

V=VaUV, mitV=/{(s,9)|s € Vi,g € SF(f)}. SF(f) beschreibt hierbei die
Menge aller Teilformeln von f. Ferner gilt

e (s,9) € Vo, wenn g € AP ANg € I(s).

e (s,g9) € V,, wenn

—g€APANg ¢ 1(s)
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—g9=pXg
—g=9gVvy’
—g=9og

g ist Fizpunktvariable.
EC (VaUV,) x (VaUVy) mit (s,g9) — (s',g") € E wenn

e g=puX.g und s =5

e g = X, wobei X eine Fizpunktvariable ist, s = s’ und g’ = uX.q" ist die
Fizpunktformel, an die X gebunden ist.

e g=g'Vg' unds=y¢

e g =04 und (s,s') € Ek.

Hierbei lasst sich SE' leicht induktiv definieren. Fiir weitere Details und eine
formale Beschreibung von SF sei auf den Abschnitt im Anhang verwiesen.

In dieser Definition beschreiben die Knotenmengen Vg und V,, jeweils konjunk-
tive bzw. disjunktive Operatoren. Die Regeln, nach denen auf einem solchen
Spielgraphen gespielt werden kann, ist in der folgenden Definition genauer be-
schrieben.

Definition 2 (Spiel) FEin Spiel besteht aus einem Spielgraphen G = (Va, Vi, E)
und einem Startknoten v € Vo UV, und wird von zwei Spielern O und ¢ auf
folgende Weise gespielt.

Der Spieler i € {0, 0} wdhit vom aktuellen Knoten aus den ndchsten Knoten w
mit (v,w) € E, wenn v € V;.

Man stelle sich den Spielgraphen also als einen gewohnlichen gerichteten Gra-
phen mit zwei Knotentypen O und ¢ vor, die den jeweiligen Spielern zugeordnet
sind. Ausgehend von einem Knoten darf gerade der Spieler in Richtung der zu
diesem Knoten inzidenten Kanten ziehen, dem dieser Knoten gehort. Anschlie-
Bend ist wiederum derjenige Spieler am Zug, der Eigentiimer dieses neuen Kno-
tens ist. Insbesondere wird also kein abwechselndes Ziehen gefordert und ferner
wird in den gegebenen Definitionen nicht einmal die Existenz eines Gegenspie-
lers gefordert. Spiele, bei denen die ganze Zeit nur ein Spieler am Zuge ist, stehen
also ebenso im Einklang mit dieser Definition. Der Sinn solcher Spiele und die
Frage nach der Gerechtigkeit ergeben sich erst aus den Gewinnbedingungen;
gerade jenen Bedingungen, die Aussagen iiber den Ausgang eines Spielverlaufes
treffen — wenngleich die Grad der méglichen Einflussnahme natiirlich erheblich
geringer ist, wenn ein Spieler iiberhaupt nicht ziehen kann.

Hiermit ist der Vereinigungsprozess der Eingabeinstanz abgeschlossen und die
zuvor separaten Teile Modell und temporal-logische Eigenschaft in einem Spiel-
graphen zusammenfassend vereinigt. Was zu tun bleibt, ist die noch verbliebenen
zuvor implizit in den Auswertungsregeln der Operatoren gehaltenen Formalis-
men als Gewinnbedingungen in das Spielkonzept einzugliedern. Gerade dies wird
der n#chste Abschnitt iiber die Gewinnbedingungen leisten.
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4.2 Gewinnbedingungen

Mit der Verschmelzung von Modell und Formel steht nun zwar ein Spielgraph
zur Verfiigung, auf dem abwechselnd von den beteiligten Spielern gezogen wer-
den kann, doch besteht noch keine formale Motivation dariiber, nach welchen
Kriterien die Spieler eine Auswahl treffen sollen, wenn sich mehrere alternative
Zugmoglichkeiten ergeben. Es besteht also noch keine Gewissheit dariiber, wann
ein Spieler gewinnt bzw. wann er ein Spiel verliert. Diese Bedingungen, unter de-
nen ein Spiel beendet und ein Sieger eindeutig ermittelt werden kann, bezeichne
man, dem Titel dieses Abschnittes entsprechend, als Gewinnbedingungen. Eine
formale Definition dieser Bedingungen wird in der folgenden Definition zusam-
mengefasst. Auch diese Definition (wie auch bereits die Definition fiir Spiel-
graphen) berticksichtigt den Umstand, dass die Formel, aus der der Spielgraph
gewonnen wurde, aus Ju stammt. Die Abwesenheit von grofiten Fixpunkten
(und damit ebenso von Alternierung) bedingen in diesem Fall eine einfachere
und knappere Formulierung.

Definition 3 (Gewinnbedingungen) Fin Spiel wird von einem Spieler ge-
wonnen, wenn eine der folgenden Bedingungen eintritt.

e Kann ein Spieler i € {0,¢} irgendwann im Verlauf des Spieles nicht mehr
ziehen, dann wverliert dieser Spieler i das Spiel und der jeweils andere
Spieler gewinnt.

o Fntsteht ein unendliches Spiel, bei dem mindestens ein Spieler immer wie-
der in der Lage ist, zu ziehen, so gewinnt Spieler 0.

Anzumerken ist, dass im Falle eines unendlichen Spieles immer der Spieler O
gewinnt. Da der erzeugte Spielgraph fiir eine Formel aus 3u (wie definiert in
Abschnitt konstruiert wurde, kann diese Formel insbesondere weder ei-
ne Fixpunktalternierung noch die Bestimmung eines groffiten Fixpunktes iiber-
haupt beinhalten. Auflerdem besteht die einzige Moglichkeit, einen Kreis in
einem solchen Spielgraphen zu schlieflen, darin, nach Erreichen einer Fixpunkt-
variablen zuriick zu einem Knoten zu ziehen, dessen Funktion die Fixpunktbe-
stimmung (eines kleinsten Fixpunktes) iiber gerade diese Variable beinhaltet.
Dieses scheinbare Ungleichgewicht zwischen den beiden Spielern, wird im fol-
genden Abschnitt néher erldutert.

4.3 Vom Spielergebnis zum Model Checking Er-
gebnis

Wurden das Modell sowie die auf ihm zu iiberpriifende Eigenschaft in einen
Spielgraphen synthetisiert, ist ein nach den soeben beschriebenen Regeln gefiihr-
tes Spiel irgendwann beendet und steht schliellich ein Gewinner fest, so verbleibt
es diesem Abschnitt, nunmehr den Bogen zum urspriinglichen Problem (dem
eigentlichen Model Checking Problem) zu schlieen und das Ergebnis dieses
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Spieles als Ergebnis fiir das urspriingliche Model Checking Problem zu interpre-
tieren. Wie ldsst sich aus der Tatsache, dass Spieler O oder Spieler ¢ das Spiel
gewinnt, ein Riickschluss darauf ziehen, ob eine gewisse Eigenschaft an einem
Knoten im urspriinglichen dem Spielgraphen zugrunde liegenden Modell erfiillt
ist oder nicht? Wie ldsst sich also aus der Spielinformation wiederum eine Model
Checking Information extrahieren?

Zu diesem Zwecke wird der Spielgraph in seiner Interpretation als nicht-deter-
ministische Variante eines Kontrollflussgraphen als Model Checking Ergebnis
interpretiert. Die Interpretation des Spielgraphen als Model Checking Ergeb-
nis geht also Hand in Hand mit der Interpretation (im Sinne einer Semantik
gebenden Verhaltensbeschreibung) des auf diese Art und Weise entstandenen
Kontrollflussgraphen.

Wie schon eingangs in der beispielhaften Einfithrung von Spielgraphen, betrach-
te man zunéchst einen Spielgraphen, der aus einer fixpunktfreien Formel ent-
standen ist und demnach einen DAG (directed acyclic graph) beschreibt. Ins-
besondere handelt es sich nicht um einen Baum, wie der Graph belegt, der aus
der Formel (a A a) V a (und einem Modell mit nur einem Knoten s ohne Kan-
ten) entsteht und die Kanten (s, (a A a) Va) — (s,a A a) — (s,a), wie auch
(s,(aNa)Va) — (s,a) besitzt. Teilformeln wiirden in dieser Darstellung also
mehrfach benutzt. Ebenso besitzt der Graph keinerlei Kreise, da Kanten in die-
sem Fall nur von Formeln auf deren Teilformeln verweisen. Erst durch Zulassung
von Fixpunktoperatoren beschreiben die Ausdriicke rekursive Eigenschaften, die
ihren Wert aus sich selbst heraus beziehen und Kreise im Spielgraph ermogli-
chen.

In einem ersten Schritt nehmen wir an dieser Stelle zunéchst an, dass der Spiel-
graph aus einer fixpunktfreien Formel und einem beliebigen (jedoch endlichen)
Modell entstanden sei. Die beiden Spieler, deren Knoten fiir den O-Spieler auf
die konjunktiven, fiir den o-Spieler auf die disjunktiven Knoten aufgeteilt wur-
den, spiegeln ihrem Wesen nach den Beweiser bzw. den Widerleger ihrer For-
meln wieder. Diese Zuteilung steht im Einklang mit der Vorstellung der Spieler
als homo oeconomicus, die ihren Wesen nach den 6konomischen Prinzipien der
Aufwandsminimierung bei gleichzeitiger Profitmaximierung handeln.

Der ¢-Spieler iibernimmt in diesem Falle die Rolle des Beweisers. Seine Formeln
sind von der Form ¢ V ¢, ¢ oder aber uX.¢(x). Er kann mit sehr wenig Auf-
wand Formeln beweisen, jedoch nur mit grofem Aufwand Formeln widerlegen.
Fiir eine Formel ¢1 V¢ V...V ¢, etwa geniigt es — selbst wenn dieser Ausdruck
unendlich grof§ wire — lediglich einen (und damit insbesondere endliche viele)
Kandidaten anzugeben, der die gesamte Formel belegt. Wiirde er dagegen ver-
suchen wollen, die Formel zu widerlegen, so miisste jede der — unter Umsténden
unendlich vielen — Teilformeln ¢; fiir sich widerlegt werden. Argumentiert man
nicht iiber strukturelle Einheiten der Eigenschaften (also Teilformeln), sondern
iiber deren Gegenstiicke im Modell (iiber die Nachfolger), so ldsst sich dieses
Argument ebenso auf Formeln der Gestalt ¢¢ tibertragen. Letztendlich folgt die
Argumentation ebenso fiir eine Verkniipfung von strukturellen Einheiten der
Eigenschaften und strukturellen Einheiten des Modells in Form von p-Kalkiil-
Formeln. Diese verkniipfen den einzelnen Schritt und die Moglichkeit der Wie-
derholung zu Pfadstrukturen, wobei sich ein Beleg in gerade der Angabe eines
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solchen Pfades ausdriickt. Insgesamt bleibt zusammenfassend festzuhalten, dass
es dem o-Spieler leicht fillt, Belege fiir seine Formeln zu finden, da diese selbst
bei unendlichen groflen Modell- resp. Formelstrukturen stets endlich bleiben.

Analog verhiilt es sich fiir den O-Spieler, dessen Kompetenz nun gerade darin
besteht, fiir konjunktive Operatoren Gegenbeispiele zu finden. Gerade der kon-
juntivische Charakter der Operatoren untermauert die Anfilligkeit dieser Ope-
ratoren fiir fehlerhafte Teilkomponenten. Dies kénnen zum einen Teilformeln,
die nicht erfiillbar sind und demnach sofort die gesamte Eigenschaft widerlegen,
Nachfolger, denen eine gewisse Eigenschaft fehlt, oder aber Pfadstrukturen sein,
deren Existenz zu einem Fehlschlagen der Eigenschaftsvalidierung fiihren. Ana-
log zum ¢-Spieler lisst sich die Gewinnmotivation des O-Spielers zusammenfas-
send als die Formeln mittels endlicher Gegenbeispiele widerlegend beschreiben.

Entsprechend ihrer Motivation ziehen die beiden Spieler im Spielgraphen in
Ubereinstimmung mit der Abhingigkeit innerhalb der Formel, die zu widerle-
gen bzw. belegen ist, also entweder entlang der Formelstruktur zu Teilformeln,
innerhalb des Modells zu Nachfolgern, oder aber einen Pfad etablierend, zu
Fixpunkten und deren Formeln.

Das Ergebnis fiir das urspriingliche Model Checking Problem entsteht nun al-
so aus der Information, welcher Spieler von welchen Knoten aus gewinnt, und
welcher verliert. Da der ¢-Spieler in diesem Szenario die Rolle des Beweisers
iibernimmt, der sich dafiir verantwortlich zeichnet, die Teilargumente der For-
mel, die er zu belegen hat, nachzuweisen, sind gerade jene Modellknoten aus
dem Spielgraphen in der Semantik einer zu belegenden Formeln, wenn er von
einem Spielgraphknoten mit eben einer solchen Formel das Spiel gewinnt. Gibt
es also z.B. im Spielgraphen einen Knoten (s, ¢), der aus einer Teilformel ¢ und
einem Modellknoten s des urspriinglichen Problems entstanden ist, von dem
aus der o-Spieler gewinnt, so ist der Knoten s des Modells in der Semantik
von ¢ unter Beriicksichtigung dieses Modelles enthalten. Insbesondere gewinnt
man hierdurch also nicht nur Informationen fiir das urspriingliche Problem —
nédmlich ein Modell gegen eine Formel zu priifen — als auch die Teilprobleme,
die die jeweiligen Teilformeln gegen das Modell priifen.

Gelingt es dem o-Spieler nicht, fiir eine seiner Teilformeln resp. einen seiner
Nachfolger eine Eigenschaft nachzuweisen, so verliert er von einem solchen Kno-
ten aus das Spiel und der O-Spieler gewinnt, weil es ihm nun moglich ist, alle
Teilformeln, die der o-Spieler eigentlich hétte belegen miissen, zu widerlegen.

Das Ergebnis fiir die eine zu untersuchende Eigenschaft erfiillenden Knoten eines
Modelles manifestiert sich also in gerade jenen Knoten, von denen aus der ¢-
Spieler gewinnt (und zwar unabhéngig von den Entscheidungen des O-Spielers).
Andererseits ergeben sich die Knoten, die eine solche Eigenschaft nicht besitzen,
wiederum aus den Knoten im Spielgraphen, von denen aus der O-Spieler gewinnt
(und zwar auch wiederum unabhingig von der Wahl der ¢o-Spielers).
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4.3.1 Besonderheiten fiir Ju

Der vorherige Abschnitt hat das Spielergebnis auf das Model Checking Ergeb-
nis reduziert und somit ermdglicht, Model Checking als ein Zwei-Personen-Spiel
auffassen zu kénnen. Da die letzten Abschnitte héufig davon ausgegangen sind,
dass der Spielgraph, der der Fragestellung zugrunde lag, wiederum einer spe-
ziellen p-Kalkiil-Formel (eben einer solchen aus Ju) zugrunde lag, soll dieser
Abschnitt noch einmal die besonderen Auswirkungen auf das entstehende Zwei-
Personen-Spiel beleuchten.

Da der Spielgraph aus einer Formel aus Ju entstanden ist, sind besondere Bedin-
gungen, die sich aus der Alternierung von Fixpunkten ergeben, nicht zu beriick-
sichtigen, da eine solche Formel keine grofiten Fixpunkte zulédsst und somit ledig-
lich Aussagen iiber (hochstens) kleinste Fixpunkte téitigen kann. Ebenso spielt
der O-Spieler in diesem Szenario keine weitere Rolle, sind gerade dessen Opera-
toren doch aus der Logik entfernt worden. Dennoch bleibt es ein Zwei-Personen-
Spiel, ist es dem o-Spieler doch immer noch mdoglich zu verlieren, wenn er in
eine Senke zieht, von der aus er ziehen miisste, es jedoch mangels ausgehender
Kanten nicht kann. Dies ist etwa bei Formeln ¢¢ der Fall, die nur belegbar sind
(und gerade das ist ja die Aufgabe des o-Spielers), wenn entsprechende Kanten
im urspriinglichen Modell, aus dem der Spielgraph erzeugt wurde, vorhanden
waren. Hieraus ist wiederum leicht zu erkennen, dass sich die Motivation des
o-Spielers in dieser neuen Gestalt des Spieles darauf beschriankt, Wege zu Kno-
ten zu finden, an denen der O-Spieler nicht weiter ziehen kann. Gerade solche
Knoten sind entweder Senken im Spielgraph, die auf atomare Propositionen,
welche wiederum giiltig im jeweiligen Knoten des zu iiberpriifenden Modells
sind, oder aber ¢-Teilformeln der eben beschriebenen Gestalt verweisen. Gerade
dies sind die elementaren Einheiten, die es fiir den ¢-Spieler zu belegen gilt, sol-
len weitere Eigenschaften, in die diese Proposition eingebettet ist, nachgewiesen
werden. Im Besonderen ist es dem ¢-Spieler also weiterhin durchaus moglich, zu
verlieren, wenn etwa bestimmte Kanten im urspriinglichen Modell fehlen und
damit die Etablierung eines Pfades verwehren, oder aber alle moglichen Wege
den o-Spieler in Senken fithren, an denen er ziehen miisste.

Hieraus ldasst sich damit leicht erkennen, dass der Beleg einer Formel aus du
gerade darin besteht, einen geeigneten Pfad im Spielgraphen zu einer Senke des
O-Spielers zu finden. Insbesondere ist dem O-Spieler durch die Einschrinkung
der Logik die beeinflussende Moglichkeit auf den Spielverlauf genommen. Der
O-Spieler wird weiterhin ausschliellich zur Bestimmung des Gewinners benétigt.
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Nachdem das letzte Kapitel ausfiithrlich Auskunft iiber die Erstellung und Be-
nutzung von Spielgraphen zur Informationsgewinnung von Model Checking Er-
gebnissen gegeben hat, soll dieses Kapitel diese bisher nurmehr einfachen Aus-
sagen zu nicht eindeutigen Ergebnissen dahingehend verallgemeinern, dass nun
nicht nur ein Ergebnis als Antwort auf eine Model Checking Anfrage ausreichen
soll, sondern man vielmehr an allen moglichen Losungen interessiert ist. Da
die Menge moglicher Losungen nicht zwangsldufig endlich ist, ist demnach auch
keine explizite Angabe (im Sinne einer Aufzéhlung) tatséichlich aller Losungen
denkbar. Dieser Umstand schliefit jedoch nicht aus, dass es durchaus sinnvol-
ldﬂ endliche Teilmengen dieser moglicherweise unendlichen Grundmenge gibt,
die eine explizite endliche Repréisentation besitzen. Vielmehr soll das Interesse
nun also auf bestimmte Kategorien von Losungen gelenkt werden, die fiir das
gegenwirtige Model Checking Problem relevant erscheinen.

Doch wie kommt es zu dieser Vielzahl von Losungen? Ein einfaches Beispiel soll
hier Klarheit schaffen. Hierzu ziehe man den noch spéter genauer zu betrachten-
den Graphen aus Abbildung auf Seite [S0] heran. Welche Losungen gibt es
in diesem konkreten Fall fiir die Eigenschaft, aus Knoten a startend auf irgend-
einem Weg zu Knoten d zu gelangen? Neben den direkten Wegen, sind sicher
auch Wege, die mehrfach die Knoten b und ¢ besuchen, bevor sie zu Knoten d
gelangen, giiltig. Insbesondere sind sogar alle endlichen Wege giiltige Losungen,
die beliebig hiufig diese beiden Knoten besuchen, solange schliellich der Knoten
d erreicht wird. Es ergibt sich also eine unendliche Vielzahl von Losungsméoglich-
keiten bereits fiir dieses einfache Beispiel. Die Vielzahl von Losungen resultiert
demnach mafgeblich aus der Existenz von Kreisen — es ldsst sich damit auch die
Vermutung ableiten, dass die Anzahl von Kreisen in einem Graph demnach maf}-
geblich verantwortlich fiir die Méchtigkeit einer jeden nicht-trivialen endlichen
Beschreibung ist.

Andererseits ist auch zu erkennen, dass nach einer gewissen Zeit, keinerlei neue

1 Sinnvoll“ beschreibt in diesem Zusammenhang eine Auswahl von Pfaden, die Wiederho-
lungen in Belegen zwar zuldsst, jedoch nur, wenn seit der letzten Wiederholung weitere neue
Knoten aufgetaucht sind.
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Informationen iiber den Losungsweg offenbart werden. Es lassen sich also Struk-
turen erkennen, nach denen die Losungen aufgebaut zu sein scheinen. Was in
diesen kleinen Beispielen noch unmittelbar zu erkennen ist, vermag in grofleren
Beispielen jedoch fiir Verwirrung sorgen. Man ist also an einer intuitiven Spezi-
fikation einer (méglicherweise endlichen) Teilmenge dieser Losungen oder aber
an der Menge aller Losungen interessiert, die durch Nutzerinteraktion erkundet
und verstanden werden kann.

Die Grundlage fiir die Aufzéihlung aller moglichen Losungen wird ein geméfl der
Beschreibung des vorherigen Abschnitts erzeugter Spielgraph sein. Aus diesem
ldsst sich bereits durch eine einfache riickwérts gerichtete Breitensuche von den
Senken des O-Spielers aus eine implizite Beschreibung aller Gewinnmoglichkei-
ten des o-Spielers, und damit aller Belege der beschriebenen Liveness-Eigenschaft
auf dem untersuchten Modell, gewinnen.

Ein méchtiges Werkzeug zur Erzeugung endlicher Teilstrukturen aus impliziten
Beschreibungen moglicherweise unendlicher Grundstrukturen, stellt das Proper-
ty Oriented Expansion-Verfahren dar, das im nun folgenden Abschnitt vorge-
stellt werden soll. Es fungiert an dieser Stelle als eine Art Filter, der aus unendli-
chen implizit beschriebenen Beschreibungen diejenigen endlichen Teilstrukturen
extrahiert, die geméfl einer funktionalen Eigenschaft von Interesse sind.

5.1 Property Oriented Expansion

Property Oriented Expansion (im Folgenden kurz POE genannt) beschreibt ein
bereits 1996 von Bernhard Steffen (vgl. [Ste96]) vorgestelltes Verfahren zur Ex-
pansion von Graphen auf Grundlage einer gegebenen Funktion — dem so genann-
ten Transformer. Hierbei wird der zu expandierende Graph mit Initialwerten
(im Folgenden Annotationen genannt) an bestimmten Knoten der Graphstruk-
tur versehen und anschlieflend diese Intialknoten, die bestehende Graphstruktur
respektierend, mit Hilfe des Transformers expandiert. Dabei geht der Algorith-
mus wie folgt vor.

1. Initialisiere eine Menge von Knoten mit Annotationen.

2. Wiéhle einen noch nicht bearbeiteten Knoten n mit Annotation A, und
bezeichne ihn mit (n, A).

3. Bestimme fiir alle Nachfolger n’ von n und den Transformer ¢ die Werte

t(n)(A).
4. Erzeuge Kanten von (n, A) nach (n/,t(n)(A)).
5. Markiere (n, A) als bearbeitet.

6. Wenn noch unbearbeitete Knoten existieren, gehe zu Schritt 2, ansonsten
beende den Transformationsprozess.

Das beschriebene Vorgehen, einer Kontrollstruktur folgend und dabei einen Zu-
stand respektierend, kann in dieser Art also ebenso als eine Interpretation des
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Graphen im Sinne einer Ausfithrung gesehen werden. Die Annotationen nehmen
in diesem Zusammenhang die Rolle eines globalen Zustandes ein, der von Knoten
zu Knoten gereicht und dabei verédndert wird. Der Algorithmus selbst beschreibt
eine Schrittsteuerung auf dem zu expandierenden Graphen. Der Transformer
schlieBlich realisiert die eigentliche Funktionalitét. In Abschnitt [5.1.4] wird eben
diese Interpretation (die jedoch nicht die einzige Méglichkeit ist, das Verfahren
zu benutzen, wie auch die weiteren Beispiele dieses Abschnittes zeigen werden)
genutzt, um das POE-Verfahren selbst zu beschreiben.

Die folgenden Abschnitte zeigen beispielhaft unterschiedliche Verwendungsmog-
lichkeiten von POE. Das erste Beispiel beschreibt die Moglichkeit, fiir bestimm-
te Eingabeinstanzen einer Funktion durch Expansion einen Graph zu erzeugen,
der gerade die Zuordnung dieser Eingabeinstanzen zu ihren evaluierten Wer-
ten vornimmt und die eigentliche Berechnung der Funktion hiermit {iberfliissig
macht. Wird fiir die Formel eine boolsche Funktion angenommen, so lassen sich
auf diese Weise (natiirlich nicht notwendigerweise minimale) BDD.<E| erzeugen.
Aber auch im Umfeld von Meta- und Makro-Programmierung hat dieses Beispiel
seine natiirlichen Anwendungsfelder. Das zweite Beispiel beschreibt die Bestim-
mung von Fixpunkten einer Funktion durch Expansion eines Graphen. Hierbei
wird Newtons Iterationsverfahren zur Bestimmung von Wurzeln benutzt, wel-
ches sukzessive die Wurzel als Fixpunkt einer bestimmten Mittelwertbildung
nach und nach annéhert. Ein weiteres Beispiel beschreibt die automatische Spiel-
graphgenerierung (wie sie bereits in Abschnitt [4] vorgestellt wurden) fiir eine
eingeschriankte Logik. Ein Beispiel nutzt POE als Verfahren, Kontrollflussgra-
phen zu interpretieren und somit etwa das POE-Verfahren selbst auszufiihren.
Schliellich wird in einem weiteren Abschnitt das oben beschriebene Verfahren
in einen applikativen Kontext eingebettet, um es damit fiir weitere formale Be-
trachtungen zugénglicher zu machen.

Die im Folgenden verwendeten Transformer werten unter gewissen Umstdnden
zu 1 aus. Dieser Wert kann als rein symbolischer Wert aufgefasst werden, der
als unerwiinschte Expansion gedeutet wird. Am Ende einer vollsténdigen Gra-
phexpansion werden Knoten mit einer derartigen Annotation entfernt.

5.1.1 Beispiel 1 — Eingabenvalidierung von Funktionen

Ein Beispiel fiir die Validierung von Funktionen auf bestimmten Eingaben soll
das folgende Beispiel verdeutlichen. Hierbei ist eine Funktion f gegeben, die
untersucht werden soll. Ferner beschreibt der Graph in Abbildung[5.1] auf welche
Eingabe hin die Funktion getestet werden soll. Der Knoten .S beschreibt hierbei
einen Startzustand, von dem ausgehend die Eingaben 0 und 1 in beliebiger
Reihenfolge und Anzahl gesammelt werden, bis sie schliellich im Knoten R
ausgewertet werden.

Der Transformer, der das Aufsammeln der Argumente, wie auch ihre Auswer-
tung iibernimmt, ist ebenfalls in Abbildung [5.I] zu sehen. Solange der Aus-
wertungsknoten R nicht erreicht ist, sammelt der Transformer die Argumente

2BDD = Binary Decision Diagram
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f@) fallsmn=R

1:n  sonst
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Abbildung 5.1: Eingabenvalidierung einer Funktion auf 0 und 1.

in einer Liste ¢ auf (,,:* stehe hierbei fiir die Listenkonkatenation), bis er sie

schlieflich am Auswertungsknoten R evaluiert.

Abbildung [5:2] zeigt als Beispiel die Evaluierung einer boolschen und-Funktion
auf Eingaben 0 und 1, die fiir die jeweiligen Wahrheitswerte true und false
stehen. Der Graph ist zwar nach unten hin unbeschréankt und wéchst mit stei-
gender Operandenzahl beliebig, doch ldsst sich der Transformer leicht auch auf
eine endliche feste Operandenzahl anpassen.

Der entstandene Graph erméglicht nun weitere Untersuchungen der Funktion
— etwa hinsichtlich der Erfiillbarkeit. Fasse man den expandierten Graphen als
ein Kripke Transitions System und die Annotation an den Knoten als Propo-
sitionen auf, so beschreibt ein Weg vom Knoten S zu einem Knoten mit der
Propositionen true eine Belegung der Funktion, die zu gerade eben diesem Er-
gebnis auswertet. Ist es nun ferner moglich, alle solche Wege zu einer erfiillenden
Belegung aufzuzihlen (und gerade dies wird diese Arbeit in spéiteren Abschnit-
ten zeigen), so erhélt man den Kern der Funktion f. Ebenso ist die Funktion
f selbst nun nicht weiter notwendig, wenn sie lediglich auf Eingaben 0 und 1
definiert ist, da bereits der resultierende Graph die Funktion und ihr Verhalten
vollstédndig beschreibt (was hier jedoch nicht weiter gezeigt werden soll).

Es gibt sicherlich andere zeit- und auch platzeffizientere Verfahren als POE
fiir die Berechnung des Kerns oder aber Auswertung einer boolschen Funktion
— wie etwa OBDDs. Vielmehr zeigt die Wahl des Beispiels, dass POE seinem
Wesen nach nicht auf Mengenannotation und -behandlung beschrankt ist und,
werden diese Zeit- und Platzeinschrankungen akzeptiert, somit, dhnlich den
constraint satisfaction problems, logischen Problembeschreibungssprachen wie
Prolog oder aber generell deklarativen Programmiersprachen, als allgemeines
Problembeschreibungsverfahren, dessen Losung lediglich durch geeignete Wahl
von Expansiongraph und Transformer bereits ausreicht, um eine algorithmische
Losung des spezifizierten Problems zu erhalten. Nicht die Losungs- als vielmehr
die Problemmodellierung stehen hiermit im Vordergrund. Lésst sich ein Problem
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Abbildung 5.2: Validierung von Eingaben fiir eine boolsche und-Funktion.
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in eine solche Problembeschreibungssprache iiberfithren, die es ermoglicht das
Problem automatisch zu losen, so profitiert jedes auf solche Art beschriebene
Problem von einer ,, Verbesserung“ — meist einer Zeit- oder Platzoptimierung —
des zugrundeliegenden Verfahrens (in diesem Falle POE).

5.1.2 Beispiel 2 — Newtonverfahren zur Fixpunktberech-
nung

Eine weitere Anwendung von POE, ist das Iterationsverfahren von Newton zur
Bestimmung von Wurzeln. Im Allgemeinen dient dieses Iterationsverfahren —
unter gewissen Voraussetzungen — der Bestimmung von Fixpunkten. Genau eben
diese Fixpunkte einer Gleichung werden durch das Verfahren nédmlich ermittelt.
Die Gleichung, deren Fixpunkt bestimmt werden soll, ist die folgende.

Ein Fixpunkt dieser Gleichung ist gerade y/n, denn es gilt f(y/n)?> = n. Dies
folgt aus

Als Spezialfall dieser Gleichung gilt also ebenso fiir n = 2, dass f(v2) =
V2. Der Wert von S in der Ursprungsgleichung beschreibt eine Art Start-
wert, von dem ausgehend der Iterationsprozess begonnen werden kann, um sich
schlief8lich nach und nach den Fixpunkt anzunéhern, indem die Folge der Werte
F(S), F(f(S), f(f(f(S),... berechnet wird. Die folgenden Gleichungen zeigen
einen solchen Anndherungsprozess fiir den Startwert 1.

f(1) =15
F(f(1) = f(1.5) =1.417
fUfQa

)) = 1.414

Dieser Prozess ist jedoch ebenso mittels POE und einem geeigneten Graphen wie
auch einem geeigneten Transformer denkbar. Sei etwa der Graph aus Abbildung
mit dem folgenden Transformer zu expandieren.
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Abbildung 5.3: Der zu expandierende Graph fiir Newtons Iterationsverfahren

Vo f(S)=1
vo: f(S) =252

Hierbei schreitet beim ,, Abwickeln“ des Graphen an den Kreisknoten der Ite-
rationsprozess fort, wihrend ein Verfolgen der Boxknoten die jeweilige Probe
im Sinne eines Quadrierens auf das bisherige Expansionsergebnis macht. Das
Ergebnis dieses Expansionsprozesses — und damit auch des Iterations- und Fix-
punktbestimmungsprozesses — mit einer Initialisierung von 1 im Kreisknoten

zeigt der Graph in Abbildung [5-4]

In diesem Fall handelt es sich sogar um einen unendlichen Graphen (die feh-
lenden Knoten und Kanten sind durch die gestrichelte Kante angedeutet). Man
kann also nicht von einer Terminierung des POE-Verfahrens fiir beliebige Einga-
ben ausgehen. Wann eine solche Terminierung jedoch zu erwarten ist, beschreibt
der im Anhang unter vorgestellte Satz iiber die Wohldefiniertheit von POE
unter bestimmten Voraussetzungen — die im Speziellen in diesem Fall nicht ge-
geben sind.

5.1.3 Beispiel 3 — Spielgraphgenerierung auf My

In Abschnitt [f] wurden Spielgraphen bereits fiir Formeln der reduzierten Logik
Ju vorgestellt (vgl. Definition . Beschriankt man die Logik fiir die tempora-
len FEigenschaften in einer anderen Richtung, sowie die Modelle, die mit die-
sen Eigenschaften zu einem Spielgraphen verschmolzen werden sollen, so ldsst
sich dieser Prozess der Erstellung des Spielgraphen auch durch einen geeigneten
Transformer mittels POE durchfiihren.

Die Beschréankung der Modelle (in Form eines KT'S) besteht darin, fiir alle Kno-
ten des Modells reflexive Kanten anzunehmen. Diese Einschrankung ist not-
wendig, wenn man sich den Spielgraphen als einen vom Modell aus entlang der
Abhéingigkeiten der Formel entrollten Graphen vorstellt. Weitere Einschréinkun-
gen sind jedoch nicht notwendig.

Die Einschrankung der Logik besteht darin, lediglich modellabhingige Operato-
ren zuzulassen. Darunter sind gerade jene Operatoren zu verstehen, die lediglich
im Kontext eines Modelles ausgewertet werden kénnen und auch nur zusammen
mit einem solchen eine Semantik besitzen. Eine auf Operatoren, deren Auswer-
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Abbildung 5.4: Der expandierte Graph fiir Newtons Iterationsverfahren
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Abbildung 5.5: Transformer zur Expansion eines Modelles in einen Spielgraphen

tung vom Modell abhéngt, also auch die propositionalen Operatoren der klassi-
schen Logik ausschlieit, eingeschrénkte Logik werde im Folgenden My bezeich-
net, was auf Operatoren des modalen p-Kalkiil hindeutet, deren Auswertung
in Abhéngigkeit vom Modell geschieht. Operatoren dieser Logik umfassen also
insbesondere kleinste und grofite Fixpunkte u, v und deren zugehorige Fixpunkt-
variablen (ebenso ist auch eine Alternierung nicht ausgeschlossen), die modalen
Operatoren O und ¢, sowie atomare Propositionen. Es sind also gerade alle jene
Operatoren in dieser reduzierten Logik enthalten, die die in der Beschreibung
des Modells als Kontrollflussstruktur immanent enthaltenen prozesshaften bzw.
imperativen Aspekte kapseln.

Ausdriicklich nicht in der Logik verankert sind demnach die Operatoren der
propositionalen Logik V und A. Dies ist dem Umstand zu verdanken, dass diese
Operatoren im Spielgraphen eine Abhéngigkeit lediglich entlang der Formel,
nicht jedoch in Richtung des Modelles verfolgen. Ein Abrollen des Modelles
— von dem nur reflexive Kanten an jedem Knoten gefordert werden sollen —
scheitert also gerade an der Aritédt dieser Operatoren. Denn gerade diese fordert
i.A. mindestens zwei abhédngende Teilformeln. Um diesem Umstand Rechnung zu
tragen, miisste der Expansionsprozess also jede dieser Teilformeln an den Knoten
beriicksichtigend unterscheiden kénnen und somit entsprechend der maximalen
Aritdt der Operatoren V und A ebensoviele reflexive unterscheidbare Kanten
an jedem Knoten fordern. Ein mogliches Curryingﬁ zur Anpassung der Aritét
der propositionalen Operatoren ist im Allgemeinen zwar moglich, soll an dieser
Stelle aus Griinden der Ubersicht jedoch ausbleiben.

Der Expansionsprozess startet mit der Initialisierung eines Tupels, bestehend
aus dem Knoten selbst und einer Formel aus M p an allen Knoten des zu expan-
dierenden Modells. Der dieser Expansion zugrunde liegende Transformer ist in
Abbildung dargestellt. Hierfiir wird angenommen, dass die Menge der Fix-
punktvariablen und die Menge der atomaren Propositionen einen leeren Schnitt
besitzen. Ebenso wird angenommen, dass alle in der Formel vorkommenden
Fixpunktvariablen verschieden sind. Die Funktion bound bestimmt fiir eine ge-
gebene Fixpunktvariable diejenige Teilformel, an die sie gebunden ist. So gilt
etwa fiir eine Formel o(uX. ¢ (vYY)), dass bound(Y) = vY.Y. Eine mogliche
Implementierung dieser Funktion befindet sich im Anhang in Abschnitt

3 Currying beschreibt, in Anlehnung an Haskell Curry, wenngleich das Verfahren zuvor
bereits durch Moses Schonfinkel und Gottlob Frege etabliert wurde und deshalb auch héufig
als Schonfinkeln bezeichnet wird, die Umwandlung einer Funktion auf mehreren Argumenten
in eine Funktion (genauer: eine Closure) auf lediglich einem Argument. Vgl. dazu etwa die
sehr schéne und verstéindliche Ubersicht [Sch24].

Mp
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MIN X. <> [ X @—>@

Abbildung 5.6: Beispiel eines Modelles und einer Formel aus M pu, die mittels
POE in eine Spielgraphen expandiert werden sollen.

MIN X. <> [] X
<>[ X
X
X

Abbildung 5.7: Der mittels POE expandierte Spielgraph.

Nach der Expansion werden alle Knoten mit der Annotation 1 aus dem Graphen
entfernt und es verbleibt der Spielgraph. Die Einteilung der Knoten in disjunk-
tive (V) und konjunktive (Vo) Knoten wurde aus Griinden der Ubersicht an
dieser Stelle ausgelassen, ist jedoch durch kleine Anderungen des Transformers
aus Abbildung ebenfalls leicht zu realisieren bzw. durch die Annotationsin-
formation bereits implizit in den Knoten kodiert ist.

Ein Beispiel fiir die Anwendung des Verfahrens zeigen die Abbildungen und
Wiéhrend in Abbildung die Eingabe fiir den Expansionprozess, beste-
hend aus dem zu expandierenden Modell und einer Formel aus M u zeigt, stellt
Abbildung den expandierten Spielgraphen bereits nach Entfernung der un-
erwiinschten 1-Senken dar.

Interessant ist in diesem Zusammenhang der Umstand, dass die reduzierte Logik
My viel von der Ausdrucksstiarke des modalen p-Kalkiil verloren hat und die
Formeln meist nur sehr lokale Eigenschaften oder aber nur eine leere bzw. volle
Semantik zulassen, obwohl die Logik lediglich um scheinbar ,,nur“ propositionale
FEigenschaften erleichtert wurde. Dies tréagt wohl dem Umstand Rechnung, dass
die Fixpunkte durch das Wegfallen von V und A viel von ihrer Ausdrucksstéirke
verloren haben. Gerade diese Operatoren bilden analog zur vollstdndigen Induk-
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Abbildung 5.8: Kontrollflussgraph fiir Property Oriented Expansion

tion die Induktionsbasis bzw. analog zu rekursiven oder iterativen Prozessen die
Abbruchbedingung, deren Wegfallen zu tautologischen Alles-oder-Nichts- bzw.
Ja-oder-Nein-Aussagen fiihren. Der Logik wurde somit die formale Grundie-
rung der Verallgemeinerungs- und Strukturierungsmoglichkeit ihrer Aussagen
genommen.

5.1.4 Beispiel 4 - POE

Das vierte Beispiel schliefilich zeigt eine Anwendung von POE auf Kontroll-
flussgraphen imperativer Programme. Im Sinne einer operationellen Semantik
lésst sich die Semantik eines solchen Programmes durch das Abrollen des Kon-
trollflussgraphen beschreiben. Dieses Abrollen wird jedoch gerade durch POE
beschrieben. Die Annotationen an den Knoten iibernehmen hierbei die Rolle
einer Umgebung, die wihrend des Programmausfithrung (wihrend des Expan-
sionsprozesses) durch die Aktionen an den Knoten befragt und veréindert wird.

Da die Wahl des Kontrollflussgraphen nicht weiter eingeschrénkt ist, ist insbe-
sondere auch eine an Kontrollflussgraphen orientierte Beschreibung des POE-
Verfahrens selbst zuléssig, um das Verfahren aus sich selbst heraus zu gewinnen
bzw., um es auf sich selbst anzuwenden. Eine solche imperative Beschreibung
des in Abschnitt[5.1im Pseudocode vorgestellten Verfahrens, zeigt der Kontroll-
flussgraph in Abbildung Dieser besteht aus zweierlei Schleifen, die jeweils
zum einen noch nicht bearbeitete Knoten, zum anderen fiir jeden zu expandie-
renden Nachfolger eine Transformation durchfiihren und somit sukzessive den
Graphen expandieren.

Dieser Kontrollflussgraph soll nun dazu dienen, die Semantik, die er beschreibt
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—némlich gerade, einen Graphen mittels POE zu expandieren — mittels POE zu
bestimmen. Interessant hierbei ist die Tatsache, dass der Kontrollflussgraph das
Verfahren beschreibt, mit dem er expandiert werden soll. Ist also erst einmal
eine beliebige Implementierung von POE vorhanden, so lisst sich durch die Ex-
pansion des Graphen in der Abbildung eine an Kontrollflussgraphen orientierte
Realisierung gewinnen.

POE selbst kennt wihrend der Transformation keinerlei globalen Zustand und
fithrt die jeweilige Transformation lokal an einem Knoten unter Beriicksichti-
gung der bisherigen Transformationsinformationen durch. Der globale Zustand
lasst sich jedoch durch eine geeignete Umgebung v simulieren, die, bestehend
aus einem Tupel der in der Umgebung enthaltenden Variablen, von den je-
weiligen Knoten nur lokal benutzt, verdndert bzw. ausgewertet wird. Fiir den
gesamten Transformationsprozess von POE besteht diese Umgebung aus einem
zu transformierenden Graphen G*, einem resultierenden Graphen G, einem zu
transformierenden Knoten n aus einer Menge noch zu transformierender Kno-
ten T und seiner zu transformierenden Nachfolger n’ aus einer Nachfolgermenge
S, einer Transformationsannotation A, einer Menge bereits transformierter und
somit nicht weiter zu betrachtender Knoten D und einem Property-Transformer
A. Diese Umgebung v besitzt somit die Gestalt v = (G*,G,T, D,n, A,n’, S, \).
Zusammen mit dem Kontrollflussgraphen aus Abbildung liefert dies den
Grundstein fiir eine Expansion dieses das POE-Verfahren selbst beschreibenden
Graphen.

Es ist wichtig hierbei die Annotationen A und 1 wohl zu trennen. v ist hierbei
die Umgebung, die als Annotation wéhrend der Transformation des Kontroll-
flussgraphen aus Abbildung[5.8| genutzt wird, um diesen mit Hilfe eines noch zu
definierenden Transformers in einen Graphen abzurollen, der den Transformati-
onsalgorithmus POE, der durch diesen Graphen beschrieben wird, in schrittwei-
ser Anndherung an den ausgerollten Graphen, der bei Ausfithrung des Algorith-
mus entstehen wiirde, beschreibt. A dagegen ist eine Annotation, die genutzt
wird, um mit Hilfe des Transformers A den Graphen G* nach und nach in einen
Graphen G zu iiberfithren. Es finden beim Abrollen des Kontrollflussgraphen
also gleichzeitig zweierlei Graphexpansionen statt — zum einen die des Kontroll-
flussgraphen selbst, zum anderen die durch ihn beschriebene Graphexpansion.

Die Expansion des Kontrollflussgraphen, die durch den in Abbildung [5.9| gezeig-
ten Transformer unterstiitzt und ermoglicht wird, realisiert im Wesentlichen die
an den Knoten durchzufithrenden Operationen. Letztendlich wire es also eben-
so moglich, die Knotennamen selbst als Datum (etwa als Funktion oder Codie-
rung einer Funktion) aufzufassen und diese direkt anzuwenden. Dies wiirde den
Transformer vereinfachen, der dann nur noch zwischen verzweigenden Kontroll-
flussknoten und den den globalen Zustand verdndernden Ausfithrungsknoten
unterscheiden miisste. Zu Wahrung einer gewissen Ubersichtlichkeit, wird an
dieser Stelle jedoch direkt auf eine umgangssprachliche Beschreibung der Kno-
ten und der Realisierung ihrer Funktionalitdt im Transformer zuriickgegriffen.

Die Transformation wird mit einer geeigneten Umgebung 1 im Knoten T = 0
initialisiert. Dies sind im Wesentlichen die Eingaben fiir den POE-Algorithmus;
also der zu expandierende Graph G* und der Transformer A, sowie die Initialisie-
rung der Knoten in G* mit T. Die Menge der bereits bearbeiteten Knoten D so-
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Hierbei beschreibt die Funktion fst; die Projektion auf die i-te Komponente
des ersten Elementes einer Liste, die als Argument iibergeben wird. succs(n)
liefert die Nachfolgeknoten von n in G*, rest(L) liefert die Liste L ohne das
erste Element.

Abbildung 5.9: Transformer fiir den Kontrollflussgraphen in Abbildung

wie der expandierte Graph G werden leer initialisiert, die iibrigen Werte bleiben
undefiniert bis zu ihrer Initialisierung wihrend der Expansion, so dass sich die
Umgebung wie folgt ergibt ¢ = (G*,G=0,T,D=0,n=1,n"=1,5=1)\).

Im Unterschied zu den vorherigen Beispielen, erlaubt die soeben geschilder-
te Form der Expansion eine Art Debugging des Transformationsprozesses. So
werden etwa die Informationen in den beiden Schleifen nicht etwa verworfen,
sondern im abgerollten Graphen gesammelt und stehen damit auch nach der
Ausfiithrung weiterhin zur Verfiigung. Es besteht also die Moglichkeit, den Trans-
formationsprozess — oder eine andere in dieser Form reprisentierte imperative
Berechnung — zeitlich in beiden Richtungen verfolgen zu konnen. Ferner ist
es nun leicht, einen Zustand des Expansionsprozesses persistent zu halten und
ggf. zu einem spéteren Zeitpunkt an dieser Stelle fortzusetzen, da dieser bereits
vollstéandig durch die Umgebung % zu diesem Zeitpunkt bestimmt ist. Das Ver-
fahren konnte unter diesen Umsténden also iterativ den resultierenden Graphen
berechnen und nach und nach eine Lésung bestimmen. Erinnere man sich an
das Beispiel der Wurzelbestimmung aus Abschnitt so konnte das POE-
Verfahren nun etwa auf Nutzerinteraktionen reagieren und nur bei Bedarf den
Expansionsprozess fortsetzen.

Abschlieflend soll durch ein kleines Beispiel die Expansion erlidutert werden.
Einen auf die oben beschriebene Art expandierten Kontrollflussgraph zeigt Ab-
bildung [5.10] Hierbei sind nur diejenigen Annotationen der Umgebung v ange-
geben, die sich zum vorherigen Knoten in mindestens einer ihrer Komponenten
gedindert haben. Der der Expansion zugrunde liegende Graph besteht aus zwei
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Abbildung 5.10: Expandierter Kontrollflussgraph fiir Property Oriented Expan-
sion
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Knoten a und b, sowie einer Kante von a nach b. Initilialisiert wird die Expan-
sion mit dem Knoten a und einer Menge, die nur den Knoten a enthélt. Der
Transformer fiir die Expansion ist die Identitét auf der Annotation. Werden wie-
derum alle Knoten mit der Annotation | entfernt, so verbleibt ein Graph, der
den Expansionsprozess modelliert und dessen Ergebnis sich im Knoten out(G)
befindet. Dies ist gerade ein Graph, der die Annotation in Knoten a in den
Nachfolgeknoten b rettet und ansonsten die gleiche Gestalt wie der urspriingli-
che Graph besitzt.

Die wohl léingste Endlosschleife...

Im vorherigen Abschnitt wurde ein beliebiger Kontrollflussgraph durch einen
den POE-Algorithmus beschreibenden Kontrollflussgraphen ersetzt, um mit-
tels dieser Konstruktion POE aus dem POE-Verfahren selbst zu erhalten. Der
Algorithmus bestand darin, einen mit einer Umgebung 1 annotierten Knoten
T = 0 mittels POE derart abzurollen, dass innerhalb dieser Umgebung eben-
falls ein Abrollprozess simuliert wurde. Doch was passiert, wenn der simulierte
Expansionsprozess seinerseits einen Expansionsprozess simuliert? Dies soll nun
dadurch untersucht werden, dass die Umgebung dahingehend spezialisiert wird,
dass sie nicht einen beliebigen zu expandierenden Graphen in der Komponente
G* innerhalb der Umgebung 1 enthilt, sondern eben G selbst. Ebenso wird
die Annotation dieser simulierten Graphexpansion in der initialisierten Menge
T abgedndert und durch v selbst ersetzt. Schliefilich wird auch der beliebige
Transformer A durch den speziellen Transformer f aus Abbildung [5.9| ersetzt,
so dass die resultierende Umgebung ¢ = (G*,G, T, D,n, A,n’, S, \) die Gestalt
bekommt ¢ = (G,G,{(T=0,v},D, L, L, 1,1, f) und der Knoten T = 0 mit
eben dieser Umgebung initialisiert wird.

Schnell ist er zu erkennen, dass dieser Expansionsprozess nicht terminiert. Denn
wie lduft eine Expansion im vorliegenden Fall eigentlich ab? Im urspriinglichen
Graphen wird eine Expansion angestofien, welche iiber die Annotation wieder-
um eine Expansion startet, welche wiederum eine Expansion startet etc. Diese
nicht endende Expansion resultiert maflgeblich aus der implizit unendlich rekur-
siven Initialisierung, die sich selbst in einer Komponente enthélt. Dennoch ist in
diesem Zusammenhang die Art und Weise des Zustandekommens der Endlos-
schleife interessant. Hier ldsst sich ein Beispiel fiir eine implizite Beschreibung
einer explizit unendlichen hierarchischen Struktur erkennen. Die Unendlichkeit
entsteht nicht aus der Zusammensetzung von atomaren Einheiten, wie dies etwa
bei den natiirlichen Zahlen der Fall ist, oder aber aus einer immer wiederkeh-
renden sequentiellen Abfolge von Anweisungen, wie dies etwa in imperativen
Sprachen durch Anweisung der Art whiletrue { skip; } gewéhrleistet wird.
Hier entsteht die Unendlichkeit in einer hierarchischen Form, indem das Uber-
geordnete immer wieder in etwas Untergeordnetes extrahiert werden kann und
damit ein Analogon zu unendlichen Baumstrukturen liefert.
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5.1.5 Einbettung in einen applikativen Kontext

Property Oriented Expansion wurde urspriinglich in einem imperativen Kontext
der Datenflussanalyse vorgestellt und angewendet. Hierbei wurde das Verfahren
zunéchst im Rahmen der Elimination partieller Redundanzen und partiell toter
Zuweisungen eingesetzt. Durch geschickte Wahl der Transformer und einer sich
an den Expansionsprozess anschliefenden Nachbearbeitung wurden hierdurch
erstmalig alle derartigen Redundanzen eliminiert (siehe hierzu [Ste96]).

Hierbei wurde das vorgestellte Verfahren seinem Wesen nach imperativ ein-
gefithrt und auch so behandelt. Um in dieser Arbeit an geeigneter Stelle jedoch
weitere Aussagen treffen zu kénnen und eine fiir diese Art von Aussagen geeig-
nete Grundlage der Formalisierung zu schaffen, soll das Verfahren zunéchst in
eine applikative — und damit deklarative — Sicht iiberfithrt werden, die es uns
erlaubt, von zeitlichen und zustandsbasierten Aussagen Abstand zu nehmen.

Bei diesem Ansatz sollen zwei Arten der Applikation unterschieden werden. Die-
se Kategorisierung beruht zunéchst auf der einfachen Beobachtung, dass die der
Expansion zugrundeliegenden Graphen ihrer Natur nach sowohl als Tupelmenge,
deren Tupel jeweils auf der Grundmenge der Knoten des Graphen aufbauen, wie
auch als Funktion aufgefasst werden konnen. In diesen verschiedenen Sichten,
werden die Knoten in der tupelorientierten Anschauung als Menge, in der auf
Funktionen beruhenden Sicht als Definitionsbereich aufgefasst. Die Kanten da-
gegen werden in der erstgenannten Sicht entsprechend als Tupel, bestehend aus
zwei Vertretern der Knotenmenge, aufgefasst. Die Orientierung der Tupel impli-
ziert bei dieser Darstellung zugleich die Orientierung der Kante. Die Funktions-
sicht dagegen beschreibt Kanten als Applikation der Funktion auf Argumente
des Definitionsbereiches. Die Orientierung der Kanten ist in dieser Sicht durch
die Orientierung des Applikationsprozesses von Funktionen (der im Allgemei-
nen nicht bijektiv ist) gegeben. Hierbei ist die Signatur einer solchen Funktion
f: N — 2¥ — es werden also Knoten des Graphen als Argumente, und Werte
der Funktionsapplikation als Knotenmengen identifiziert.

Das folgende Beispiel soll diese beiden Vorstellungen konkretisieren. Das Beispiel
beschreibt einen Graphen, der lediglich einen Knoten mit einer reflexiven Kante
besitzt. So ergeben sich in den beiden jeweils vorgestellten Sichten (tupel- und
applikationsorientiert), die folgenden Interpretationen fiir diesen Graphen.

tupelorientiert Die Menge der Knoten besteht lediglich aus dem einzelnen
Knoten selbst. Die Kanten dagegen, die als Tupelmenge auf dieser Kno-
tenmenge aufgefasst werden sollen, bestehen aus einem einzigen Tupel,
das in beiden Komponenten diesen einzigen Knoten enthélt.

N = {v}
E={(v,v)}

applikationsorientiert In der funktional orientierten Interpretation ist die zu-
grunde liegende Funktion nur in einem Wert definiert — ndmlich gerade
in dem Knoten, der in der tupelorientierten Sicht in der Grundmenge an-
genommen wurde. Die Kanten dieses Graphen dagegen entsprechen nun
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gerade einer Anwendung dieser Funktion auf diesen einen Wert, in dem
sie definiert ist und es ergibt sich insgesamt die folgende Funktion G.

1 sonst

Glz) = { (v} fallsz = v

Leicht lasst sich sehen, dass dem Wesen nach kein Unterschied zwischen den
beiden Darstellungen besteht, sind Funktionen in ihrer deklarativen Sicht doch
lediglich kompakte Beschreibungen von Tupelmengen, die Symbole aus dem De-
finitionsbereich auf Symbole des Wertebereiches abbilden. Wie diese Abbildung
genau zu geschehen hat, ist fiir den mathematischen Funktionsbegriff (im Ge-
gensatz zum Prozedurbegriff der Informatik) jedoch unerheblich. Insbesondere
ermoglicht erst diese Trennung des Funktionenbegriffs von der Realisierung der
Funktion die Existenz von nicht berechenbaren Funktionen. Andererseits be-
schreiben diese beiden vorgestellten Darstellungen fiir Graphen gerade diejeni-
gen Unterschiede, die aus den impliziten Annahmen iiber das Konzept des Gra-
phen herriithren. So werden Graphen meist zwar als Struktur aufgefasst, indem
diese im Sinne von Knoten und Kanten als atomare struktur gebende Einhei-
ten etabliert und auch gedacht, aber als imperative und prozesshafte Struktur
im Sinne eines Kontrollflussgraphen interpretiert werden. In diesem Sinne ist
Model Checking also gerade die Schnittstelle zwischen funktional orientierten
Eigenschaftsbeschreibungen auf imperativ ausgerichteten Modellierungen. Wei-
tere Erkenntnisse lassen sich im Sinne eines 77P;’;uradigmenwechsels“E| hin zu einer
Umkehrung dieser Situation in Richtung imperativ beschriebener Eigenschaften
auf deklarativen Modellvorstellungen gewinnen. Dies entspriiche gerade einer
Umkehrung der Modellrelation, die auf den ersten Seiten dieser Arbeit das Mo-
del Checking Problem gerade als Frage danach, ob eine Modellrelation M = ¢
erfiillt ist, hin zu der Frage, ob die Modellrelation ¢ = M erfiillbar ist, wobei nun
jedoch ¢ die Aufgabe der Modellstruktur und M die Aufgabe der Eigenschaft

iibernimmt.

Nach dieser Listung verschiedener Anwendungen des POE Verfahrens und ei-
ner Einbettung des selbigen in einen applikativen Kontext, sowie einem kleinen
Ausblick auf die moglichen Konsequenzen, die aus Sichtwechseldnderungen re-
sultieren, welche auf der Verquickung von imperativen und deklarativen Gefiigen
beruhen, soll das néichste Kapitel schliefflich ein weiteres beispielhaftes Anwen-
dungsgebiet von POE etablieren. Hierbei wird POE benutzt, um Spielgraphen
abzurollen und um aus diesem Abrollprozess Informationen iiber das dem Spiel-
graphen zugrunde liegende Model Checking Problem zu erhalten. Wenngleich
das Kapitel eine gesonderte Stellung in dieser Arbeit einzunehmen scheint, ist
es dennoch ,nur® eine weitere Anwendung des POE Verfahrens auf eine Graph
orientierte Modellstruktur.

4Qieser iiberstrapazierte Begriff soll hier lediglich auf eine starke, wenn auch leichtgewich-
tige Anderung der Sicht, denn auf eine gar revolutionidre Umkehrung des Bestehenden hin-
deuten.
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5.2 Plane

Wie die Beispiele des letzten Abschnittes zeigten, ermoglicht POE, einen Gra-
phen nicht nur im Sinne einer Traversierung zu durchlaufen, sondern selbst auf
diesen Traversierungsprozess (der im Folgenden, ob des Umstandes des nicht
notwendigerweise vollstéandigen Durchlaufens des Graphen, als Fzploration be-
zeichnet wird) einwirken zu kénnen. Somit lassen sich Informationen wihrend
der Exploration sowohl akkumulieren, wie auch verdndern. Bricht eine klassi-
sche Breiten- oder Tiefensuche an einer Stelle ab, wo ein Knoten bereits be-
sucht und entsprechend markiert worden ist, so besitzt ein POE basierter Al-
gorithmus jederzeit die Moglichkeit, abhéngig vom bisherigen Verlauf {iber die
weitere Exploration des Graphen zu entscheiden. Somit ldsst sich eine klassi-
sche Breiten- oder Tiefensuche gerade als Spezialfall von POE auffassen, die
den Explorations- und Expansionsprozess abbricht, sobald ein Knoten erneut
besucht wird. Ist das wiederholte Besuchen eines Knotens im Falle einer klas-
sischen Traversierung sinnvoll und ein notwendiges Terminierungskriterium fiir
den Algorithmus, so verwehrt gerade dieser Umstand jedoch im Allgemeinen
einen Einblick in die sich aus einem differenzierteren Terminierungskriterium
ergebenden und auf Kreisen aufbauenden Explorationsstrukturen. Fiir die klas-
sische Traversierung spielt es keine weitere Rolle, welche Art von Kreis durch das
erneute Besuchen geschlossen wird. Durch die Ausgestaltungsmoglichkeit eines
differenzierteren Terminierungskriteriums ist es jedoch moglich, in vielfaltiger
Art und Weise die Graphstruktur beriicksichtigend den Explorationsprozess ad-
aptiv anzupassen.

Insbesondere ist es POE basierten Explorationsalgorithmen méglich, ein voll-
standiges ,,Abrollen“ des Graphen zu erzielen, indem alle Moglichkeiten, den
Graphen zu explorieren — unter Umsténden durch mehrmaliges Besuchen eines
Knotens — explizit in einen kreisfreien (moglicherweise nicht-endlichen) Gra-
phen iiberfithrt werden. Von besonderem Interesse fiir diese Arbeit sind gerade
alle Graphexplorationen (im Folgenden X¢ genannt), die aus einer bestimm-
ten Knotenmenge heraus starten. Speziell bei Graphen mit Kreisen ist jedoch
zu sehen, dass dieses Explorationsverhalten zu einer unendlichen Menge von
Moglichkeiten fiir diesen Explorationsprozess fiihrt, ldsst man das mehrmalige
Besuchen eines Knotens zu. Daher soll es im Folgenden darum gehen, sinnvolle
Teilmengen dieser Gesamtstruktur X auszumachen.

5.2.1 Eine Taxonomie fiir Pline

Der Untersuchung und Formalisierung der soeben kurz eingefiithrten Menge X¢
widmet sich der folgende Abschnitt. Um diese unendliche Menge X aller Gra-
phexplorationen beherrschen zu kénnen, ist es an dieser Stelle ratsam, sich iiber
die Struktur dieser Menge Gedanken zu machen und eine Taxonomie herauszu-
arbeiten, die die Menge in jeweils endliche und damit handhabbare Teilstruktu-
ren zerlegt. Hierzu werden diese Explorationen zunéchst in solche mit Langenbe-
schrankungen und solche mit Beschrankungen hinsichtlich struktureller Merk-
male eingeteilt. Diese strukturellen Merkmale sind gerade die Explorationen,
die Knoten nur einmalig besuchen — und als kreisfrei bezeichnet werden — und
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solche, die Knoten mehrmals besuchen. Schliefilich werden diejenigen Explora-
tionen, die Kreise enthalten, noch genauer unterteilt, indem jene Kreise hervor-
gehoben werden, die Knoten besuchen, die man ohne diesen Kreis ausgelassen
héitte — die im Explorationsprozess also neue Knoten besuchen.

Eine Formalisierung des bereits oben Genannten beschreibt die nun folgende
Bestimmung von Teilmengen von X¢, die nicht notwendigerweise disjunkt sein
miissen.

X’é Alle Explorationen, die hochstens & Knoten besuchen.
X% Genau eine beliebige Exploration.

X& — X ohne Zyklen Alle Explorationen, die keine Zyklen enthalten und
somit — werden alle erreichbaren Knoten besucht — genau einer klassischen
Traversierung mittels einer Breiten- oder Tiefensuche entsprechen.

X& — Xg mit Zyklen Alle Explorationen die Zyklen enthalten. Diese Menge
erlaubt eine weitere Zerlegung in zwei weitere Teilmengen.

Xg — X¢ mit Mehrwertzyklen Explorationen mit Zyklen, die einen
Mehrwert enthalten. Hierunter sind genau alle Zyklen zu verstehen,
die Knoten enthalten, die ohne diesen Zyklus nicht in der Explorati-
on vorkommen wiirden. Durch das Explorieren eines Zyklus werden
in diesem Fall also Knoten erreicht, die zuvor noch nicht betrach-
tet wurden, die fiir den Explorationsprozess demnach neu sind und
den Mehrwert dieser Exploration beschreiben. Dieser Menge wird im
Verlaufe der Arbeit eine groflere Aufmerksamkeit gewidmet.

Xg — X¢ mit Zyklen ohne Mehrwert Dies sind gerade diejenigen Ex-
plorationen, die Zyklen enthalten, die ihrerseits Knoten enthalten,
die in der Explorationen ebenfalls enthalten wéren, auch wenn der
Zyklus nicht enthalten wére. Durch den Zyklus werden nur Knoten
etabliert, die der Exploration auch ohne diesen Zyklus frither oder
spéater bekannt werden.

Eine formale Definition dieser Mengen zeigt Abbildung [5.11] Eine Exploration
wird in diesem Zusammenhang als eine Liste von besuchten Knoten aufgefasst.
Insgesamt ergibt sich bzgl. Mengeninklusion das in Abbildung dargestellte
Bild.

Ein kleines Beispiel soll die oben erwihnte Zerlegung der Menge X mit Leben
filllen. Hierzu sei der in Abbildung gezeigte Graph gegeben. Der Explora-
tionsprozess moge jeweils im Knoten a starten und iiber die Knoten b und ¢ —
moglicherweise in wiederholter Wiederkehr — bis zur Senke d fortschreiten, wo
er schliellich endet. Wie sehen also die verschiedenen moglichen Graphexplora-
tionen aus, die durch die obigen Definitionen etabliert wurden?

Xe Die Menge aller moglichen Explorationen dieses Graphen lésst sich in
einem reguldren Ausdruck wiedergeben, der die zu besuchenden Knoten be-
schreibt. Nach dem Start in Knoten a folgt unter Umstéinden ein Besuch des
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Xg = {(.To.%‘n”.%‘l eEVa,V0<i<n: (xi,a:i_H) S E(;}

Xt ={z|lz € Xg} mit | X} =1

Xt ={(z0...2,) € Xg|n < k}

XG ={(zo...zn) € Xg|Vi,j,0 £ j:x; # x5}

X&={(zo...2n) € Xg|F,j,i#j: x; =z}

Xg ={(z0...2n) € X&|Vi,ji# jxi=a; I <k<jrap&{zo...z52;...00}}
X = Xg\Xg

Abbildung 5.11: Eine Taxonomie von Graphexplorationen

X
N
X< X¢ 2 X 2X&
U J
X5 Xg

Abbildung 5.12: Eine Ubersicht iiber die Mengeninklusionsbeziehungen verschie-
dener Graphtraversierungsmoglichkeiten.

odiho

@

Abbildung 5.13: Beispiel fiir Explorationsmoglichkeiten auf einem Graphen.
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Knotens b. Daran anschlieflend ist eine beliebige Folge von Besuchen von a oder
¢ moglich, um wieder in den Knoten b zu gelangen. Schliefflich bleibt noch die
Moglichkeit, in den Knoten d einzumiinden, um den Explorationsprozess zu be-
enden. Die Menge aller solchen vollstindigen (also in d endenden) Explorationen
lidsst sich durch den reguldren Ausdruck ab(cblab)*d beschreiben. Die Menge X
lésst sich nun aus allen endlichen Prefixen der durch diesen reguléren Ausdruck
erzeugbaren Worter herleiten. Eine nicht ganz formale (aber noch knappe) Be-
schreibung wiirde also lauten Xg = 290(cblab)"d Bereits dieses kleine Beispiel
zeigt eine Vielzahl von moglichen Explorationen des Graphen auf.

X é Eine (nicht eindeutige) einelementige Menge, die eine beliebige Explorati-
on des Graphen beschreibt, wire etwa X} = {abcb}.

X g Die Menge aller Explorationen, die hochstens drei Knoten besuchen, lautet
fiir das gegebene Beispiel X2, = {a, ab, aba, abc, abd}.

X¢&  Alle Explorationen, die keine Kreise enthalten, lassen sich in diesem Fall
wie folgt beschreiben X = {a, ab, abc, abd}.

X¢&  Werden Kreise zugelassen, insbesondere auch beliebige Kreise, so {iber-
schreitet die Zahl der moglichen Graphexplorationen spontan die Grenze der
Endlichkeit. Die moglichen Graphexplorationen lassen sich auch in diesem Fall
wiederum als regulirer Ausdruck X& = ab(ab|cb)((ab)*|(cb)*)*(alc|d)” darstel-
len. Eine Beschreibung des Ausdrucks konnte wie folgt aussehen: Nach dem
Start aus Knoten a muss mindestens ein Kreis iiber den Knoten b oder ¢ ge-
schlossen werden. Moglicherweise wird daran anschliefend ein Knoten a, ¢ oder
d besucht.

Xg Die Menge aller Explorationen, die ausschliellich Kreise mit Mehrwert
enthalten; die also nur Kreise enthalten, deren Entfernung die Menge der be-
suchten Knoten verkleinern wiirde, lasst sich durch den Ausdruck

X& = {abcbd, aba, abcba’}

beschreiben und enthélt drei Elemente. Im ersten Fall wird durch das zweite
Aufsuchen von b ein Kreis geschlossen, der jedoch einen Knoten ¢ enthélt, der
auBerhalb dieses Kreises nicht vorkommt. Genauso verhélt es sich im zweiten
Fall, wobei hier der Knoten a einen Kreis schlieit, der einen nicht auflerhalb
dieses Kreises vorhandenen Knoten b besitzt und deshalb das Kriterium eines
Mehrwertzykluses rechtfertigt. Im letzten Fall werden zwei Kreise geschlossen
(einmal vom Knoten a und einmal vom Knoten b), die jedoch in beiden Féllen
wiederum Knoten aufsuchen, die aulerhalb dieser Zyklen nicht besucht werden
(eben den Knoten c).

Diese Menge ist endlich, sofern es der zu expandierende Graph ist. Dies ist leicht
einzusehen, fordert diese Menge doch gerade in den Kreisen immer wieder das
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A+1 falls rand() > 0.5

fXé () 1L sonst
fesya) =it RIsASE
Fxz(n)(A) - fU {n} Siailsst ngA
(nyu{ilr e A} fallsng Aund i & A
fXSUXE (n)(4) =4 {ntuA\{n} falls h € A
- sonst (n € A)

rand() ermittelt hierbei eine Zufallszahl zwischen 0 und 1.

Abbildung 5.14: Property Transformer fiir die Plantaxonomie.

Besuchen neuer, noch bisher unbesuchter Knoten. Besitzt die zu expandierende
Graphstruktur jedoch nur endlich viele Knoten, so kénnen auch nur endlich
viele neue Knoten besucht werden.

Xg In dieser Menge sind genau alle Explorationen enthalten, die Kreise be-
sitzen, die keinerlei Mehrwert besitzen. Im Fall des konkret gegebenen Beispiels
ist diese Menge wiederum durch einen reguliren Ausdruck wie folgt beschrieben
X& = ab(ab)*d’. Das Aufsuchen von Knoten c ist im Speziellen nicht zulissig,
da ansonsten ein Mehrwertzyklus entstehen wiirde, der in dieser Menge nicht
enthalten sein darf.

Gerade das Beispiel der letzten Menge hat jedoch gezeigt, dass die Beschreibung
der Teilmengen von X nicht ausreicht, um die Menge X selbst erschopfend
zu beschreiben, weshalb diese Mengen auch nur als Teilmengen und nicht als
Partitionen bezeichnet wurden. Vielmehr ergeben erst vielfiltige Kombinati-
onsmoglichkeiten der Elemente der jeweiligen Mengen X¢,* € {1,k,~,®,0}
die Gesamtmenge X¢. So ist fiir das Beispiel aus Abbildung [5.13] etwa die Ex-
ploration ababch weder in der Menge Xg noch in der Menge Xg enthalten, da
diese sowohl den Mehrwertzyklus bcb, als auch einen Zyklus ohne Mehrwert aba
enthilt.

Im Folgenden werden einige dieser soeben vorgestellten Teilmengen durch eine
geeignete Wahl von Transformern und mittels POE explizit ermittelt. Kandida-
ten hierfiir sind gerade die endlichen Mengen, kann ansonsten doch eine Termi-
nierung des POE basierten Algorithmuses nicht garantiert werden. Die Menge
X dagegen ist leicht durch den Graphen selbst, zumindest implizit, darstell-
bar — ndmlich gerade durch den Graphen selbst, der alle Moglichkeiten ihn zu
explorieren durch seine Knoten- und Kantenmenge beschreibt.

5.2.2 Graphexploration mittels POE

Die im letzten Abschnitt vorgestellten endlichen Teilmengen der potenziell un-
endlich groflen Grundmenge X lassen sich, wie bereits in der Einleitung zu
diesem Kapitel angedeutet, mittels POE ermitteln. In diesem Abschnitt sollen
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zu diesem Zwecke die geeigneten Transformer vorgestellt werden, die diese Auf-
gabe leisten sollen. Diese sind bereits gesammelt in Abbildung dargestellt
und sollen im Folgenden noch weiter erlautert werden.

Der Transformer zur Ermittlung einer beliebigen endlichen Graphexploration
fx1 nutzt eine Zufallszahl, fiir eine Abbruchbedingung. Solange eine zufélliger
Sollwert noch nicht erreicht ist, wird die Transformation fortgesetzt. Bei genaue-
rer Betrachtung ist zunéchst nicht ersichtlich, ob dieser Transformer iiberhaupt
terminiert, offenbart er doch die Moglichkeit, dass das Zufallsexperiment immer
wieder das ,,falsche® Ergebnis liefert und die Transformation damit beliebig fort-
gesetzt werden kann. Andererseits ist auch zu sehen, dass die Wahrscheinlichkeit
fiir viele solche, die Terminierung gefihrdende Zufallsereignisse, mit dem An-
stieg ihrer Anzahl immer geringer wird. Ferner ist bei einer nicht erfolgenden
Terminierung, also unendlich vielen solchen terminierungsgefihrdenden Ereig-
nissen mit einer Null-Wahrscheinlichkeit einer Nicht-Terminierung zu rechnen.
Eine formale Ausfithrung dieser Argumentation findet sich im Anhang im Ab-

schnitt [B:21

Der Transformer zur Ermittlung einer beliebigen Exploration mit einer Ober-
grenze zu explorierender Knoten fx» benutzt eine Obergrenze k und einen Lauf-
index iiber die Transformationsannotation. Solange die Annotation den gegebe-
nen Maximalwert noch nicht erreicht hat, wird sie erhoht. Ist der Maximalwert
irgendwann erreicht, so terminiert die Exploration.

Der Transformer zur Bestimmung kreisfreier Explorationen von Knoten fxx
merkt sich in der Transformationsannotation die bereits besuchten Knoten in
Form einer Menge. Wird ein Knoten, der in der Menge bereits besuchter Knoten
schon vorhanden ist erneut aufgesucht, so terminiert die Exploration in diesem
Fall. Hierdurch ist sichergestellt, dass nur jene Knoten aufgesucht werden, die
noch nicht in der Menge bereits besuchter Knoten (in der Expansionsannotati-
on) vorhanden sind. Dadurch wird das Schlieflen eines Kreises verhindert und
es werden jederzeit nur Knoten aufgesucht, die bisher noch nicht aufgesucht
wurden.

Die letzte und auch komplexeste Transformation zur Bestimmung endlicher Ex-
plorationen wie auch Explorationen mit Mehrwertzyklen f X9UXy unterscheidet
sowohl die Menge der schon besuchten Knoten, wie auch einen Status eines
Knotens, der Buch dariiber hilt, ob sich seit dem letzten Besuch an der Menge
der besuchten Knoten etwas gedndert hat. Zu diesem Zweck wird, wie bereits
auch beim Transformer fx eine Menge besuchter Knoten gehalten. Innerhalb
dieser Menge kann ein Knoten den Status gesund und krank erhalten. Gesunde
Knoten in der Menge sind mit einem Dach, kranke Knoten ohne eine Dach ge-
kennzeichnet, so dass in der Menge {a,b} der Knoten a gesund, der Knoten b
dagegen krank ist.

Nun sind wéhrend der Exploration drei Félle denkbar. Ist der aktuelle Knoten
weder gesund, noch krank in der Menge der bereits besuchten Knoten enthal-
ten, so wird er als kranker Knoten aufgenommen und alle anderen Knoten der
Menge wieder ,,geheilt“ und entsprechend auf gesund gesetzt. Ansonsten ist der
Knoten bereits in der Menge der besuchten Knoten enthalten. Dort kann er
entweder als gesunder Knoten oder aber als kranker Knoten vorhanden sein.

fxt

G

Fx

G

Fxz

fXgqu
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Abbildung 5.15: Beispielexploration mit Transformer fxgu Xz

Ein gesunder Knoten wird auf krank gesetzt, ohne die anderen Knoten dadurch
zu beeinflussen. Wird dagegen ein bereits besuchter Knoten in einem kranken
Zustand erneut aufgefunden, so terminiert die Exploration an dieser Stelle.

Der Gesundheitszustand eines Knotens lédsst sich in diesem Sinne auch dahin-
gehend interpretieren, ob seit der letzten Exploration dieses Knotens ein neuer,
noch nicht zuvor gesehenen Knoten exploriert wurde, oder nicht. Knoten sind
gesund, solange sich seit dem letzten Aufsuchen des Knotens neue Knoten in der
Explorationsmenge eingefunden haben. Er kriankelt jedoch, sobald ein Knoten
erneut aufgesucht wird, ohne dass sich etwas an der Explorationsmenge geéndert
hat — bis auf den Gesundheitszustand der Knoten in ihr. Schliellich wird die
Exploration beendet, wenn ein Knoten erneut aufgesucht wird, ohne dass sich
seit dem letzten Aufsuchen, an der Explorationsmenge etwas gedndert hat. Die
Zyklen werden in dieser Vorstellung also gerade immer dann geschlossen, wenn
ein Knoten erneut aufgesucht wird. Der Zyklus ist in diesem Sinne akzeptabel,
wenn sich seit dem letzten Aufsuchen des Knotens neue Knoten in der Explo-
ration eingefunden haben. Ansonsten wird die Exploration abgebrochen.

Eine Beispielexploration fiir diesen Transformer ist in Abbildung [5.15|zu sehen.
Der Transformer expandiert den schon aus Abbildung von Seite [68 bekann-
ten Graphen mit Hilfe eben dieses Transformers. Gesunde (im Transformer mit
einem Dach versehene) Knoten sind in dieser Darstellung mit grofien Buchsta-
ben, kranke (im Transformer ohne Dach versehene) Knoten dagegen mit kleinen
Buchstaben ausgezeichnet.

5.2.3 Eigenschaften von POE und seinen Transformern

Nachdem diverse Transformer zur Bestimmung von beliebigen Graphexplora-

tionen im letzten Abschnitt vorgestellt wurden, soll es nun darum gehen, eine

wichtige Eigenschaft des Transformers fyo  y~ nachzuweisen. Namlich gerade,
G G
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dass die durch diesen expandierten Graphen keine Kreise enthalten und sich
demnach fiir weitere Aufzihlungen besonders eignen. Fiir dieses Resultat sind
jedoch noch einige Zwischenschritte notwendig, die ebenfalls vorgestellt werden.
Zunichst wird der Begriff der Monotonie auf Graphen {ibertragen und argu-
mentiert iiber die Méchtigkeit der Annotationen an den Knoten wihrend der
Expansion. Anschliefend beschreibt der Abschluss dieser neuen Variante der
Monotonie, dass sie sich auf Pfadstrukturen iibertragen lédsst. Schliellich wird
der Transformer fxgu Xz auf eben diese neuen Begrifflichkeiten angewendet,

um die gewiinschte Eigenschaft der Kreisfreiheit in den Graphen nachzuweisen.

Zunichst soll der Begriff der strukturellen Monotonie definiert werden, der be-
schreibt, dass sich Annotationen (in diesem Falle Mengen) withrend eines Expan-
sionsprozesses in ihrer Méchtigkeit monoton verhalten. Fiir Graphen, die keine
Mengen als Annotationsinformation tragen, sondern etwa funktionale Struktu-
ren oder etwa Zahlen, findet diese Definition keine Anwendung. Dies wird in der
folgenden Definition formalisiert.

Definition 4 (strukturelle Monotonie) Einen expandierten Graphen bezeich-
net man als strukturell monoton (oder kurz monoton), wenn fir jeweils zwei
beliebige Knoten (n, A) und (n', A") gilt

(n, A) — (0, A") = |A] < |A]

Dieser Begriff der Monotonie lésst sich, definiert in einer lokalen Sicht, auch auf
Pfade auf dieser Graphstruktur generalisieren. Dies zeigt das folgende einfache
Lemma.

Lemma 1 (Transitiver Abschluss der strukturellen Monotonie) Sei ein
Pfad in einem monotonen Graphen G gegeben, der OBdA die folgende Gestalt
besitzt.

—>(n27Az)—>—>(nl+j,Az+j)—>

Dann gilt

|Ai| < [Aig]

Beweis Der Beweis wird mittels Induktion tber j gefihrt. Fir den Induktions-
anfang sei also j = 0. Dann folgt jedoch unmittelbar |A; o] < |Aito] & |4 <
|Aito|. Sei die Eigenschaft nun also gezeigt fiir j—1 und es gelte |A;| < |Aiyj-1].
Wiéhle nun die Kante (ni4;—1, Aixj—1) — (Nit;, Aitj). Da G monoton ist, folgt
|[Aitj—1| < |Aiyj|. Zusammen mit der Induktionsvoraussetzung ergibt sich somit
insgesamt |As| < |Aij1] < [Aigj| = [Ai] < [Aig;]0

Ist ein Graph monoton und besitzt er einen Kreis, so gilt fiir diesen Kreis, dass
alle Annotationen auf diesem Kreise dieselbe Méchtigkeit besitzen. Dies ist leicht
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einzusehen, darf doch die , erste“ solche Annotation in einem Kreis nicht weniger
méchtig sein als die ,letzte“. Andererseits darf auch die ,letzte* Annotation
auf einem solchen Kreis nicht weniger méchtiger sein als die ,erste“. Folglich
miissen beide Annotationen gleich méchtig sein. Da die Wahl des ,ersten* und
Hletzten“ Knotens jedoch beliebig war, lidsst sich eine solche Argumentation fiir
alle Knoten generalisieren und das Argument folgt fiir alle Knoten auf dem
Kreis. Eine formale Variante dieses Gedankenganges soll nun folgen.

Satz 3 (Mengenkonstanz in Kreisen) Sei ein Kreis in einem monotonen
Graphen G gegeben, der oBdA die folgende Gestalt besitzt.

(no, Ag) = (n1, A1) — ... — (ng, Ax) — (no, Ao)

Dann gilt fiir je zwei beliebige Mengen A; und A;

[Aal = 145

Beweis durch Widerspruch Angenommen es gdibe einen Index i mit (n;, A;) —
(nig1, Aix1) und |A;| # |Ait1]. Da G monoton ist, folgt sowohl |A;| < |Ait1]
als auch |Ay| < |Ao| . Mittels Lemmal[]] folgt jedoch sowohl |Ag| < |A;| als auch
|Ait1| < |Ak|. Insgesamt ergibt sich dann jedoch |Ag| < |Ao| < |A;] < |Aip1]| <
|Ak| = |Ag| < |Ag|. Ein Widerspruch. Also kann es einen solchen Index i nicht
geben O

Folgend soll nun gezeigt werden, dass ein durch Transformer fyo | Xy expan-
dierter Graph keine Kreise enthélt und sich somit im Sinne eines aufzihlenden
Durchlaufes eignet. Anschaulich wird dies einfach durch einen Widerspruch, der
darauf beruht, dass die annotierten Mengen in einem Kreis nicht kleiner wer-
den. Dann folgt jedoch, dass diese Mengen immer gleich mé#chtig sein miissen.
Wenn die Mengen jedoch immer gleich méchtig bleiben (innerhalb eines solchen
angenommenen Kreises), muss immer wieder ein Knoten 7 aus der annotierten
Menge entfernt werden. Irgendwann wéren also alle Knoten 7 aus den anno-
tierten Mengen entfernt. Dann kann jedoch nicht mehr die Bedingung fiir den
Transformer erfiillt sein, der die Mengenméchtigkeit konstant hélt. Insbesondere
kann es solche Kreise dann also gar nicht geben.

Der eigentliche Beweis gestaltet sich jedoch komplizierter und stellenweise tech-
nischer und soll nun vorgestellt werden. Dafiir wird zunéchst nachgewiesen, dass
ein mit dem Transformer f XOUuxy expandierter Graph monoton ist.

Lemma 2 FEin durch den Transformer fyo x~ erpandierter Graph G ist mo-
G G
noton im Sinne von Definition [].

Beweis Wihle zwei beliebige Knoten (n,A) und (n', A’). Gibt es keine Kan-
ten zwischen den beiden Knoten, so ist michts weiter zu zeigen. Sei also ei-
ne Kanten zwischen den beiden Knoten gegeben, die oBdA die Gestalt ha-
be (n,A) — (n',A’"). Da der Graph durch Transformer fxguxg expandiert
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wurde, hat die Kante ferner die Gestalt (n,A) — (”/’fxguxg (n)(A)). Ent-
sprechend der Fallunterscheidung des Transformers hat die Kante die Gestalt
(n,A) = (n/,{n}U{&|x € A}) oder (n, A) — (n/,{n}UA\{R}). In beiden Fillen
wird die Menge jedoch nicht verkleinert und es gilt insgesamt |A| < |A’| O

SchlieBllich verbleibt es dem noch zu zeigenden und nunmehr folgenden Satz, dass
wesentliche Ergebnis dieses Abschnittes zu zeigen. Namlich, dass die Expansion
mit dem Transformer fyo  y~ in einen kreisfreien Graphen resultiert.

G G

Satz 4 (Kreisfreiheit) Ein durch den Transformer fyo  y~ expandierter Graph
G G
G ist ein DAG (directed acyclic graph).

Beweis durch Widerspruch Angenommen G wdire kein DAG. Dann enthdlt G
(mindestens) einen Kreis. OBdA habe dieser die Gestalt (ng, Ag) — (n1, A1) —

. — (ni, Ag) — (no, Ao). Aus Lemma[d und dem Satz iiber Mengenkonstanz
in Kreisen (Satz[3) folgt dann |Ag| = |A1| = ... = |Ag|. Die Mengen bleiben
im Expansionsprozess durch Transformer fXgu Xz jedoch nur konstant in ihrer
Michtigkeit, wenn bei jeder Anwendung des Transformers gilt fxguxg (n)(4) =

{n} U A\{A}. Es muss also nur dieser Fall betrachtet werden.

Mittels Induktion tber i wird nun gezeigt, dass gilt YO < i < k : ng & A;. Der
Induktionsanfang: Es gibt eine Kante in G der Gestalt (ny, Ar) — (no, Ao). Ins-
besondere gilt also Ay = fxguxg (ng)(Ag). Wegen der Mengenkonstanz muss
jedoch gelten fxguxg (no)(Ak) = {no} UA\{rio} = Ao = 1o & Ao. Der Induk-
tionsschluss: Es gelte 1y ¢ A;_1. Betrachte man nun die Kante (n;—1, Ai—1) —
(ni, A;), so folgt wiederum aus der Mengenkonstanz im Kreis A; = {n;} U
Ai—i\{fi—1}. Zusammen mit der Induktionsvoraussetzung folgt damit jedoch
insgesamt ng & A;.

ng ist also in keiner der Mengen A; im Kreis enthalten. Andererseits existiert
jedoch eine Kante (ng, Ag) — (n1, A1). Fir Ay gilt jedoch Ay = {no}UAo\{n0}.
Dies kann jedoch nur gelten, wenn der Transformer mit der Eigenschaft ng € Ag
expandiert wurde. Ein Widerspruch. Also muss G ein DAG sein O

5.3 Beispielanwendung — Model Checking auf
Jp

Eine Moglichkeit, die Informationen, die wihrend einer Graphexpansion ent-
stehen, nutzbar zu machen, ist die Expansion eines eine Eigenschaft aus du
respektierenden Spielgraphen. Hierbei wird die in den vorherigen Abschnitten
vorgestellte Taxonomie dazu genutzt, verschiedene Explorationen eines Model-
les auf die Expansionen eines Spielgraphen abzubilden. Somit ergeben sich aus
der Expansion des Spielgraphen Riickschliisse auf die Exploration des Model-
les. Folglich lassen sich etwa die durch den Transformer f Xy bei der Expansion
eines Spielgraphen gesammelten Information nutzen, um Riickschliisse auf Ex-
plorationen des dem Spielgraphen zugrunde liegenden Modelles zu ziehen, die
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eine dem Spielgraphen ebenfalls zugrunde liegenden Eigenschaft erfiillen. Die
Expansion eines Spielgraphen ist demnach also durch genau zwei Eigenschaf-
ten charakterisiert. Zum einen wird durch eine Liveness-Eigenschaft aus Ju eine
implizite Beschreibung der Losungsmenge in Form eines Spielgraphen erzeugt.
Zum anderen wird durch POE diese Losungsmenge — die moglicherweise unend-
lich ist — klassifiziert und auf eine endliche Teilmenge reduziert, die aufgezéihlt
werden kann. Man kann sich diesen Prozess also als Kombination zweier hinter-
einander geschalteter Filter vorstellen, von denen der erste gerade alle giiltigen
Explorationen des Modelles liefert und der zweite diese Menge einschrinkt auf
jene Explorationen, die eine durch den Property Transformer beschriebenen Ei-
genschaft besitzen. Die zweite Filterung durch POE ist nur notwendig, da die
erste Filterung durch die Synthetisierung von Modell und Eigenschaft eine nicht
notwendigerweise endliche Losungsmenge produziert.

Es sind also zwei hintereinander ausgefiihrte Model Checking Prozesse am Werk,
die sowohl auf unterschiedlichen Modellstrukturen, als auch auf unterschiedli-
chen zu untersuchenden Eigenschaften operieren. Der in diesem Sinne erste Mo-
del Checking Prozess synthetisiert die zu untersuchende Eigenschaft und das zu
untersuchende Modell in eine gemeinsame Struktur eines Spielgraphen. In die-
ser Darstellung sind bereits alle Informationen iiber die Losung des Problems
implizit kodiert. Darauf aufbauend expliziert POE diese Losungsmenge in eine
endliche Darstellung mittels eines zweiten Model Checking Prozesses, der das
Modell des Spielgraphen wiederum in eine implizite Losung eines expandierten
Spielgraphen synthetisiert, die nun jedoch durch einfache Graphtraversierungen
(in diesem Sinne einem Ablesen der Losungen vergleichbar) in Losungen fiir das
urspriingliche Problem tibertragen werden kénnen. Die Spielgraphexpansion hat
in diesem Fall also im Wesentlichen die gleiche Aufgabe, wie die Spielgrapher-
zeugung. Wird bei der Spielgrapherzeugung eine (temporale) Eigenschaft in ei-
ne graphartige Modellstruktur vermengt, so wird bei der Expansion eine (durch
den Transformer beschriebene) Eigenschaft mit der Modellstruktur des Spielgra-
phen vereinigt. Insbesondere sind diese beiden Prozesse auch beiderseits keine
Model Checking Prozesse im klassischen Sinne, dass sie eine Ja/Nein-Antwort
liefern, sondern erzeugen eine implizite Beschreibung der Losungsmenge in Form
einer Graphstruktur, die, im Falle des Spielgraphen, durch spielbasierte Model
Checking Algorithmen, oder aber, im Falle des expandierten Spielgraphen, durch
klassische Graphtraversierungen, expliziert werden.

Weiterhin bleibt jedoch zu beriicksichtigen, wie sich die Expansion eines Spiel-
graphen auf die Losungsmenge (und deren Beschreibung) auswirkt. So ist zum
Beispiel eine Exploration eines neuen Spielgraphknotens nicht notwendigerwei-
se auch die Exploration eines neuen Modellknotens, der diesem Spielgraphen
zugrunde liegt. Jede Exploration entlang der Formelstruktur (also entlang des
strukturellen Aspekts des Problems) folgt Spielgraphknoten, die sich lediglich
in ihrer Teilformel- nicht jedoch in ihrer Modellknotenkomponente unterschei-
den. Gerade solche Folgen von Spielgraphknoten liefern also keinerlei Informa-
tion bzgl. der Losung fiir das Modell — wenngleich jedoch Informationen bzgl.
Erfiillung der Teilformeln. Somit ergibt sich die Frage, in welcher Richtung (al-
so in Richtung der Modellstruktur, in Richtung der Formelstruktur oder aber
in beiderlei Richtungen) die Interpretation des Ergebnisses zu geschehen hat.
Da das klassische Model Checking Ergebnis Aussagen {iber das Modell tétigt —
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wenngleich sich unter Beriicksichtung der Formelstruktur auch neuartige Inter-
pretationen ergében — soll die Projektion auch an dieser Stelle auf die Modell-
struktur vollzogen werden.

Hierbei ergeben sich zwei Moglichkeiten der Realisierung: Zum einen kann diese
Projektion auf das Model wiahrend der Graphexpansion durch den Transformer,
zum anderen in der anschlieBenden Graphtraversierung des expandierten Spiel-
graphen durchgefiihrt werden. Beide Ansiitze bieten ihre Vor- und Nachteile.
Wird die Projektion bereits wéhrend der Expansion durchgefiihrt, so verbleibt
die Arbeit (und damit auch die Rechenzeit) fiir diese Projektion dem Transfor-
mer. Andererseits wird die spétere Traversierung des expandierten Spielgraphen
in den einzelnen Knoten erleichtert. Genau andersherum verhilt es sich, wenn
die Projektion erst in der Graphtraversierung durchgefiihrt wird. Letztendlich
muss fiir jeden der expandierten Spielgraphknoten die Annotationsinformation
bzgl. dieser Projektion durchgefithrt werden und keine der beiden Varianten
hétte diesbgzl. einen Vorteil gegeniiber der anderen.

Abbildung zeigt beispielhaft eine Ubersicht iiber das bisherige Vorgehen.
Hier sind drei Abbildungen zu sehen, die das Model Checking Problem in seiner
klassischen Form, wie auch die daraus extrahierten neuartigen Graphstrukturen
zeigen. Es ist ein Graph, der lediglich aus einem Knoten mit einer reflexiven
Kante besteht, auf eine Eigenschaft (in diesem Fall uX. o X V p, die einen Pfad
zu einem Knoten mit der Eigenschaft p fordert) hin zu iiberpriifen. Daraus wird
der zweite Graph, der Spielgraph erzeugt. Aus Griinden der Ubersicht sind die
Spielgraphknoten von a bis e durchbuchstabiert. So steht der Knoten d etwa fiir
den Spielgraphknoten, der aus der Synthese des einzigen Modellknotens mit der
Teilformel ¢X entstanden ist. Dieser Spielgraph wird nun mit dem Transformer
fxgu Xz in den dritten in der Abbildung gezeigten Graphen expandiert. Die

Knoten Bezeichnungen entsprechen den schon aus Abbildung von Seite
bekannten Konventionen.

Zunichst ist zu erkennen, dass zwei Knoten (ndmlich c.ABc und c.ABcDE) als
Bldtter im Baum auftauchen. Diese beschreiben die im Knoten ¢ — und da-
mit insbesondere auch im einzigen Knoten des urspriinglichen Model Checking
Problems — giiltige Proposition p. Verfolgt man nun im expandierten Spielgra-
phen die Knoten hin zu diesen Bléttern, so ergeben sich zwei mogliche Sequen-
zen a.a, b.Ab, c.ABc und a.a, b.Ab, d.ABd, e.ABDe, a.aBDe, b.abDe,
c.ABCDE. Projiziert man diese nun auf ihre Spielgraphknotenkomponente, so
ergeben sich die beiden Sequenzen a, b, ¢ und a, b, d, e, a, b, c. Die
Formel lésst sich also durch diese beiden moglichen Wege im Spielgraphen bele-
gen. Der erste Pfad erfiillt die Formel entlang der propositionalen Eigenschaften
der Formel, eben weil die Formel im Modellknoten bereits erfiillt ist. Der zweite
Pfad im Spielgraphen argumentiert iiber einen Pfad im Modell, der entlang der
reflexiven Kante genommen werden kann. Betrachten wir die Knoten im Pfad
etwas genauer und schauen uns ihre Komponenten an, so ergeben sich die beiden
folgenden alternativen Darstellungen

a b ¢
/_/% ,—/A A
o nX. o X Vpp, o X Vp.p, pp
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Abbildung 5.16: Beispielexpansion eines Spielgraphen
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a b d e a b c

—_— S N AN /S
o uX. o X Vpp, o X Vpp, oXp, Xp, uX.oXVpp, oXVpp, ‘pp

fiir die oben beschriebenen Pfade. Um nun letztendlich an Beleginformationen
fiir das Ursprungsmodell zu gelangen, miissen auch diese Pfade wiederum auf
ihre Modellknotenkomponente projiziert werden. Ein naiver Ansatz wiirde ein-
fach und direkt auf die Modellknoten projizieren. Dabei ergében sich jedoch nur
die wenig vielversprechenden Pfade p, p, p und p, p, p, P, P, P, p. Die-
se Projektion lasst unberiicksichtigt, ob der Pfad entlang einer propositionalen
Komponenten, oder aber entlang einer Modell relevanten Komponente etabliert
worden ist. Es ist also nicht zu erkennen, ob das mehrmalige Aufsuchen des
Knotens p durch ein Explorieren der Teilformeln und deren Erfiillbarkeit, durch
ein Explorieren von Nachfolgern, oder aber gar durch eine Kombination aus
beidem entstanden ist. Die Projektion auf eine Modellknotenkomponente — und
damit insbesondere auch auf eine nicht propositionale Komponente — darf also
nur erfolgen, wenn der Beleg auch entlang einer solchen Komponente gefiihrt
wird. Wenn also die Exploration entlang eines ¢- oder O-Knotens (im Falle von
Ju also nur entlang eines o-Knotens) erfolgt. Diese Projektion liefert schliefilich
die beiden erwiinschten Pfade p und p, p. Der erstere Pfade ist giiltig, weil
der Knoten selbst bereits die gewiinschte Eigenschaft p, die iiber einen Pfad zu
erreichen ist, selbst besitzt. Der zweite Pfad ist giiltig, weil dieser iiber den Weg
iiber eine Kante einen Pfad zu einem Knoten mit der gewiinschten Eigenschaft
p erzeugt. Insbesondere ist ein drittes Aufsuchen des Knotens zwar eine ebenso
giiltige Losung des urspriinglichen Model Checking Problems, doch keine giiltige
Losung im durch POE reduzierten Losungsraum. Dieser ldsst ndmlich nur gerade
kreisfreie Pfade oder aber Pfade mit Mehrwertzyklen zu. Diese Einschrinkung
des Losungsraumes ist durch den Property Transformer bestimmt und kann
durch diesen beeinflusst werden, so dass ein Austauschen des Property Trans-
formers zu andersartigen Pfadstrukturen fithren kann, die dem Anwendungsfall
angemessen sind.

5.4 Beispielanwendung — Toolkombinationen

Eine weitere Beispielanwendung fiir die Aufzéhlung von Pfaden beschreibt die
Kombination verschiedener Werkzeuge (im Folgenden Tools genannt), deren
Abhéngigkeit in einer Graphstruktur spezifiziert ist (auch Kompatibilitétsgraph
genannt). Abbildung zeigt beispielhaft die Abhingigkeit vier verschiedener
Tools a,b,c und d. Hierbei beschreiben die Kanten eine Reihenfolge, in der diese
verwendet werden konnen. Nach Ausfithrung von a kénnen b und c¢ in beliebiger
Hiufigkeit und Reihenfolge ausgefiihrt werden — eventuell aufbauend auf dem
Ergebnis der Ausfithrung von a. Schliefilich muss der Prozess durch ein Tool d
beschlossen und damit beendet werden.

Expandiert man diesen Graphen mit dem Transformer fxgu Xz ergibt sich das
in Abbildung gezeigte Bild. Annotationen @ sind in der Abbildung grof3-
buchstabig als A markiert. Annotationen a sind unverdndert als kleinbuchsta-
biges a zu erkennen. Knoten, die in einen unerwiinschten Zustand expandieren
— deren Transformationsergebnis also L liefert — sind mit _|_ annotiert und die
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Abbildung 5.17: Spezifikation von Toolabhéngigkeiten durch einen Kompatibi-
litatsgraphen

Abbildung 5.18: Expandierter Toolabhéngigkeitsgraph.
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Abbildung 5.19: Expandierter Toolabhéngigkeitsgraph nach Elimination redun-
danter Knoten.

Knoten zur Hervorhebung mit einem Achteck umrahmt. Diese Knoten sind im
Expansionsprozess unerwiinschte (z.B. zu hiufige) Ausfithrungen eines Tools
und konnen daher entfernt werden.

Entfernt man alle jene Knoten, die eine Annotation | besitzen, so ergibt sich
das in Abbildung gezeigte Bild. Insbesondere wurden in diesem Bild auch
die Annotationen der Knoten entfernt, um die Analogie zum Ausgangsgraph
aus Abbildung [5.17] zu verdeutlichen.

Doch wie lésst sich dieser neu gewonnene Graph nun deuten? Zunéchst lassen
sich alle moglichen Wege vom Start der Toolausfithrung — vom Knoten a — bis
zum Ende der Toolausfiihrung in einer Senke — in diesem Fall ausschliefflich
Knoten d — verfolgen. Damit ergeben sich die folgenden moglichen Sequenzen.

e abd

e abed

e abchbd

e acbed

e acbd

e acd

Diese Sequenzen beschreiben also alle jene Ausfiihrungen, die unter der Spe-
zifikation aus Abbildung [5.17] giiltig sind. In diesem Fall wird ein Tool auch
erst ein zweites mal aufgerufen, wenn in der Zwischenzeit bereits ein anderes
Tool aktiv war. Dies ist zwar nicht in jedem Fall erwiinscht — so kann etwa
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Abbildung 5.20: Expandierter Toolabhéngigkeitsgraph fiir einmalige
Ausfithrung von Tools.

ein Tool Zwischenergebnisse produzieren, die es bei der zweiten Ausfithrung als
zusétzliche Eingaben mit verwertet, wie es etwa bei der Indizierung und Ver-
zeichniserstellung von ETEXder Fall ist — beschreibt aber doch in den meisten
Féllen das Verhalten eines deterministischen ausschlieflich von seinen Einga-
ben abhéngenden Tools. Insbesondere wére die Sequenz abcbed zwar eine der
durch den Kompatibilitdtsgraphen beschriebenen Spezifikation geniigende Se-
quenz, doch ist nach Abarbeiten der Teilfolge abch ein Ergebnis entstanden, das
keine Ausfiihrung von c¢ rechtfertigt, da in dem entstandenen Kreis cbe lediglich
das Tool b ausgefiihrt worden ist, dessen Ausfithrung jedoch bereits erfolgt ist
und dem Kreis cbe die Legitimation fiir eine Ausfithrung entzieht.

Ein weiteres Beispiel fiir die Ausfiihrungsabhéingigkeiten von Tools ist in den
Abbildungen und zu sehen. Diese entsprechen den vorherigen Gra-
phen mit der Ausnahme, dass in diesem Fall eine Toolausfithrung nicht mehr-
fach durchgefiihrt werden, sondern jedes Tool nur einmalig an der Ausfithrung
beteiligt sein darf. Expandiert wurden diese Graphen durch den Transformer

fxs
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Abbildung 5.21: Expandierter Toolabhéngigkeitsgraph nach Elimination redun-
danter Knoten fiir einmalige Ausfiithrung von Tools.
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Kapitel 6
Implementierung

Nachdem die vorgestellten Konzepte und Losungen in ihrer Breite und Tiefe
untersucht wurden, beschreibt dieses Kapitel Ansétze, diese Verfahren in geeig-
neter Weise zu implementieren. Hierbei stand zunéchst die Frage nach einem
geeigneten Paradigma im Vordergrund. In Erinnerung an Kapitel [3|iiber Sichten
und Konzepte im Allgemeinen und Kapitel[2]iitber Model Checking im Speziellen,
beschreibt das Konzept des Model Checking ja gerade eine Vereinheitlichung,
oder auch in Bezugsetzung von deklarativen und imperativen Konzepten. Eben-
so beschreibt der Ubergang von einer klassischen Model Checking Sicht hin zu
einer spielbasierten Sicht auf eine ebenso eindrucksvolle Art einen Paradigmen-
wechsel. Demnach ist die Frage nach der geeigneten Wahl eines Paradigmas also
nicht sinnvoll eindeutig zu beantworten und die Wahl fiel auf zwei unabhéngi-
ge Implementierungen, die den jeweiligen Sichten Rechnung tragen sollen. In
den beiden folgenden Abschnitte wird also sowohl ein imperativer wie auch ein
deklarativer Ansatz der Implementierung vorgestellt.

Ebenso wird in einem Abschnitt erldutert, wie die Transformer aus den vor-
herigen Kapiteln benutzt werden kénnen, um aus einer Spielgraphexpansion
schliellich Belege fiir das zugrunde liegende Modell zu erhalten.

Das Kapitel schliefit mit einem kurzen Abschnitt {iber die Integration der Imple-
mentierung in ein graphisches Modellierungsframework. Hierdurch ist die Ex-
pansion mittels einer graphischen Benutzerfithrung mdoglich. Ebenso wurde die
Realisierung der Bestimmung der Belege mittels Spielgraphexpansion in einen
bestehenden Model Checker integriert und dieser damit erweitert.

6.1 POE

Zentral bei der Bestimmung von moglichen Graphexplorationen war das POE-
Verfahren. Dieses wurde benutzt, um auf einer Spielgraphreprisentation des
Model Checking Problems aus den Moglichkeiten des o-Spielers, ein Spiel zu
gewinnen, Riickschliisse auf die Moglichkeiten, eine temporale Formel aus Ju zu
belegen, zu ziehen. Zu diesem Zwecke wurde der Spielgraph — eben mit Hilfe von

85
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POE — ausgerollt und eine bestimmte Klasse von Graphexplorationen dadurch
bestimmt.

Die Implementierung von POE erfolgte in einer imperativen, wie auch in ei-
ner funktionalen Sicht — insbesondere war es moglich, die imperative Imple-
mentierung aus einer beliebigen anderen POE-Implementierung automatisch zu
gewinnen, wie das Beispiel aus Abschnitt zeigte.

6.1.1 Imperativ

Die imperative Implementierung von POE und den Transformern respektiert die
graphartige und damit streng verhaltensorientierte Sicht dieser Losung, indem
diese Implementierung gerade eine graphartige Realisierung vorsieht. Hierbei
wird der Quellcode als Kontrollflussgraph modelliert. Sowohl POE lisst sich auf
diese Weise als Graph interpretieren — wie dies insbesondere auch die Pseudo-
codebeschreibung aus Abschnitt suggeriert — als auch die fiir den Transfor-
mationsprozess notwendigen Transformer. Somit liefert Abschnitt [5.1.4] bereits
eine vollstdndige imperative Beschreibung des Verfahrens, sobald eine beliebige
Implementierung von POE zur Verfiigung steht. Abbildung zeigt eine im-
perative Beschreibung, die der Beschreibung in Abschnitt bis auf einige
Intialisierungmechanismen gleicht. Gerade diese Initialisierung findet jedoch im-
plizit in der Initiliasierung des POE-Verfahrens selbst statt und kann demnach
bei einer derartigen Vorgehensweise entfallen.

Der Algorithmus selbst wurde als Worklistalgorithmus realisiert, der auf zwei
Listen arbeitet. Eine Todo-Liste T enthélt gerade die Knoten, die im Trans-
formationsprozess noch behandelt werden miissen. Eine Done-Liste D enthélt
dagegen gerade diejenigen Knoten, die bereits bearbeitet worden sind. Der Al-
gorithmus entfernt nun nach und nach Elemente aus der Todo-Liste und trans-
formiert diese unter Beriicksichtigung des Transformers, fiigt die Transforma-
tionsergebnisse wiederum in die Todo-Liste ein und aktualisiert die Done-Liste
mit dem aktuellen Knoten. Hierbei wird vor einem neuerlichen Betrachten der
Todo-Liste jeweils darauf geachtet, diese zuvor um die Elemente der Done-Liste
zu bereinigen, so dass ein bereits abgearbeitetes Element nicht erneut bearbeitet
wird.

Abbildung [6.1] zeigt den zugehorigen Kontrollflussgraphen, der den Expansions-
prozess auf den beiden Listen modelliert. Die Todo-Liste ist mit 7, die Done-
Liste mit D bezeichnet. Ferner beschreibt die Funktion removeFst eine Funkti-
on, die eine Liste als Argument aufnimmt, das erste Element der Liste entfernt
und dieses zuriick gibt. Die Funktion succs bestimmt die Menge der Nachfolger
vom Knoten n im zu expandierenden Graphen. Die Funktion transform schlief3-
lich beschreibt den Transformer, der einen Knoten n’ des Modells, sowie eine
Annotation A als Eingabe erhilt und als Resultat das Transformationsergebnis
liefert. Die Operation T:a fiigt ein Element a an eine Liste T an, wihrend die
Operation T \ D alle Elemente aus T entfernt, die in der Liste D enthalten
sind.

Die obere der beiden Schleifen iteriert iiber die Elemente der Todo-Liste und
transformiert diese nach und nach. Die untere der beiden Schleifen dagegen
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Abbildung 6.1: Imperative Implementierung von POE
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iteriert iiber die Nachfolger eines einzelnen Knotens und transformiert diese der
Reihe nach.

Da die imperative Variante mit einer beliebigen Implementierung simuliert wer-
den kann, gehen wir an dieser Stelle nicht weiter auf diese Implementierung ein,
sondern konzentrieren uns auf eine deklarative Implementierung, deren Reali-
sierung die eben beschriebene Variante nach sich zieht. Ebenso kénnte man sich
auf diese Weise POE als einen Interpreter fiir haltende Programme vorstellen.
Der als Kontrollflussgraph vorliegende Programmcode wird vom POE-Verfahren
interpretiert und in eine endliche der Ausfiihrung dieses Graphen entsprechende
Form expandiert.

Interessant in diesem Zusammenhang ist der Umstand, dass diese imperative
Implementierung ihrem Wesen nach nicht zwangslaufig imperativ ist. Es wurde
lediglich ein Kontrollflussgraph angegeben, der wiederum seinem Wesen nach
imperativ funktioniert. Die eigentliche Realisierung der Semantik dieses Kon-
trollflussgraphen wird jedoch durch POE selbst bestimmt. Da die Sicht des
Programmes dem Programmierer selbst jedoch imperativ erscheint, soll dieses
Verfahren an dieser Stelle auch als imperativ gelten. Denn auch ein in Prolog spe-
zifiziertes Programm mag dem Programmierer als logisches Programm erschei-
nen, wenngleich die Implementierung der Programmiersprache selbst imperativ
vorgehen mag. Es wird also die Sicht, wie sie dem Programmierer erscheint,
als Paradigma zu Grunde gelegt, wenngleich sich hinter dieser Sicht mehre an-
dere Paradigmen verbergen mogen, die dem Programmierer verborgen bleiben.
Fiihre man sich das Kapitel [3] iiber verschiedene Sichten und Aspekte und eine
mogliche Hierarchie auf denselben wieder in Erinnerung, so ist gerade dieses Bei-
spiel der verschiedenen Ebenen einer Implementierung geradezu prototypisch fiir
diese hierarchische Sicht. Denn welche verschiedenen Paradigmen kommen hier
eigentlich zum Tragen? Zum einen gibt es eine imperative Sicht, die durch den
Kontrollflussgraphen etabliert wird. Zum anderen wird die Funktionalitét dieses
Kontrollflussgraphen durch einen POE basierten Algorithmus realisiert. Dieser
POE basierte Algorithmus wiederum mag etwa in einer funktionalen Sprache
implementiert sein (was er in der Implementierung des Autors tatséchlich ist
— vergleiche dazu auch den nichsten Abschnitt . Diese funktionale Imple-
mentierung mag wiederum in imperativen Programmecode iibersetzt werden, der
letztendlich etwa von einer virtuellen Maschine ausgefiihrt wird, welche wieder-
um auf der realen Hardware in imperativer Form lauft.

Leicht ist hier zu erkennen, dass schwer, wenn nicht unméglich, auszumachen
ist, welchem Paradigma eine konkrete Implementierung letztendlich folgt. Wie
auch bei den verschiedenen Sichten, etwa des Model Checkings, kommt es hierbei
auf einen eng umgrenzten Rahmen an, in den die Problemstellung eingebettet
ist. Model Checking ist per se weder spiel- noch mengentheoretisch fundiert.
Vielmehr kommt es auf den konkreten Anwendungsfall an, welche Sichtweise
im Moment gerade dominiert. Ebenso bestimmt erst der Kontext, in dem eine
konkrete Implementierung Beachtung findet, ihr Paradigma.
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6.1.2 Deklarativ/Applikativ

Der nun folgende Abschnitt beschreibt die Realisierung des POE-Verfahrens
in Form eines funktionalen Programmes. Als Implementierungssprache wurde
hierzu Scheme gewiihlt. Scheme ist eine Mitte der 1970er Jahre am MITY von
Guy Lewis Steele Jr. und Gerald Jay Sussman entwickelter LISPﬂDialekt (siehe
[SGLSTH]), der eine eng an den von Alonzo Church vorgestellten Lambda-Kalkiil
(vgl. [Chu65]) angelehnte Realisierung darstellt. Die Moglichkeit, Closures (oder
gar Continuations) als First-Class-Objects zu behandeln, erméglichen in einer
generischen Form geradezu beliebige Annotationen wiahrend des Transformati-
onsprozesses, ohne dies {iber Quotierungs-, Maskierungs- oder Kodierungsme-
chanismen realisieren zu miissen. Ebenso repréisentiert Scheme den in dieser
Arbeit schon an so vielen Stellen beschriebenen Wechsel der Sichten wie wohl
kaum eine andere Sprache (wie jedoch viele andere Lisp—DialekteEb, indem sie
Struktur und Verhalten in ihrer Syntax vereint. Alles ist eine Liste, das Pro-
gramm selbst, wie auch die Daten, mit denen es umgeht. Es gibt also keine
weitere (syntaktische) Unterscheidung, ob etwas nun ein Verhalten beschreiben-
des Stiick Programmcode oder aber ein Datum darstellt.

Es sei noch angemerkt, dass Scheme keine rein funktionale Sprache ist, sondern
ebenso einen Mechanismus zur Zustandsbehandlung besitzt. Es gibt jedoch ei-
ne intuitive (im Gegenteil zu auf Konvention beruhende) strikte Trennung (bei
der Wahl der Notation wird ein Ausrufezeichen an eine den Zustand verédndern-
de Funktion annotiert) zwischen imperativen und funktionalen Konzepten. Die
vorliegende Implementierung kommt jedoch vollstédndig ohne Zustand aus und
ist demnach eine rein funktionale Implementierungﬂ

Bei der Implementierung standen zwei Kriterien im Vordergrund. Zum einen
sollte die Implementierung leicht verstédndlich und nachvollziehbar sein, um
durch einfache Anpassungen verschiedene Szenarien des Verfahrens auszute-
sten. Zum anderen sollte die Implementierung gentigend effizient sein, um auch
groflere Fallbeispiele untersuchen zu kénnen, die bereits aus sehr kleinen Model-
len und nur leicht geschachtelten Eigenschaften entstehen. Aus diesem Grund
greift die Implementierung auf eine generische — und demnach austauschbare —
Schnittstelle zur Graphmanipulationen zuriick.

Eine funktionale Realisierung des Algorithmus zeigt Abbildung[6.2] Die Funkti-
on POE greift hierbei auf einen global verfiigbaren zu expandierenden Graphen
G zuriick. Der expandierte Graph, wie auch der zu expandierende Graph werden
hierbei als Struktur im Sinne einer aus Atomen (vgl. dazu auch Abschnitt
aufgebauten dem Wesen nach gegenstédndlichen Einheit aufgefasst. Eine Erwei-
terung dieses Graphen entspricht in diesem Sinne einer Anderung dieser Struk-
tur. Knoten und Kanten werden hinzugefiigt, indem Elemente dieser Struktur

I Massachusetts Institute of Technology

2LISP steht fiir List-Processing.

3Insbesondere ist interessanterweise gerade der Ursprung von Scheme, némlich Common-
Lisp und ANSI Lisp, eine eher imperative Sprache mit méchtigen Iterationskonzepten, wohin-
gegen Scheme selbst die Iterationsmoglichkeiten fast ausschlieflich aus der Rekursion bezieht.

4Nach dieser rein funktionalen Realisierung, wurden zwar aus Griinden der Performanz
Anderungen durchgefiihrt, die explizit einen Zustand zulieBen, doch soll an dieser Stelle le-
diglich dem Umstand Rechnung getragen werden, dass dieser nicht per se notwendig war.
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POE(G, f,0, D) =0

POE(G, f,(n, A) : T,D) = POE(G, f,(TUtA)\(DU (n, 4)), DU (n, A))
uTs

wobei gilt

ta = {(n, f(n)(A))|n’ € succsa(n)}
TA = {(n,A) — z|z € td}

Abbildung 6.2: Implementierung von POE mittels Graphen als Strukturen

POE(G, f,0,D) =
POE(G, f,(n,A): T,D) =
A(n*, A%).
ta falls n¥ =n und Ax= A

POE(f, T Ut\D,D U (n, A))(n*, A¥)  sonst
wobei gilt 24 = {(n/, f(n)(A))|n' € G(n)}

Abbildung 6.3: Implementierung von POE mittels Graphen als Funktionen

derart veriindert werden, dass die neue Struktur diese Anderung repriisentiert.
Die verwendete Struktur besteht im Sinne einer einfacheren Notation in diesem
Falle aus einer Tupelliste, wobei ein Tupel jeweils ein Paar aus Quell- und Ziel-
knoten reprisentiert. Zu Beginn startet die Graphexpansion mit den initialen
Knoten in der Liste zu erledigender Knoten T'. Ist diese Menge leer, so besteht
die Graphexpansion gerade aus diesem leeren Graphen. Genau dies beschreibt
der erste Fall der Funktion. Ist die Menge noch zu expandierender Knoten nicht
leer, so enthélt sie mindestens einen noch zu expandierenden Knoten n mit einer
an ihm geltenden Annotation A. Zunichst bestimmt die Menge T2 gerade jene
Kanten von diesem Knoten n zu seinen Nachfolgern n’ mit den neuen Anno-
tationen f(n')(A) fiir jeden Nachfolger n'. Ist der aktuelle Knoten verarbeitet,
so wird er zum expandierten Graphen hinzugefiigt, der gerade entsteht, wenn
man den restlichen Graphen expandiert. Zu diesem Zweck, wird der bearbeitete
Knoten in der Liste der bearbeiteten Knoten D gemerkt und die Liste der noch
zu erledigenden Knoten um die neuen expandierten Nachfolger von n erweitert.
Die Rekursion endet, wenn alle Knoten des Graphen erschoépfend expandiert
wurden oder aber ein Knoten mit der gleichen Expansionsannotation ein zwei-
tes Mal erreicht wird — gerade solche Knoten werden nédmlich gar nicht mehr in
die Liste der noch zu bearbeitenden Knoten aufgenommen.

Eine alternative Realisierung, die nicht auf Tupellisten, sondern Funktionen
beruht, zeigt Abbildung Auch diese alternative Realisierung soll erneut
verdeutlichen, wie wenig eine Sicht definitorischen Charakter fiir ein zu unter-
suchendes Gegenstandsfeld zu beanspruchen vermag, zeigt doch diese Variante,
dass der beschriebene Expansionsprozess nicht mehr nur eine im Sinne eines
Verhaltens beschriebene Verédnderung einer gegenstéindlichen Grofe ist (wie im
oben beschriebenen auf Tupellisten basierenden Fall), als vielmehr eine einen
anderen Prozess verindernde Aktivitdt. Wird der Graph gerade als Funktion
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beschrieben und in diesem Sinne als Verhalten interpretiert, so bewirkt POE
in dieser Sichtweise eine Verhaltensénderung in der Art, dass der urspriingliche
Graph (das urspriingliche Verhalten) in einer Art und Weise geéindert wird, die
wiederum durch eine dritte verhaltensmodellierende Grofie (ndmlich gerade den
Property Transformer) beschrieben wird. Gerade dieser Aspekt zeichnet jedoch
auch den Hinweis darauf ab, dass der strukturorientierten Sicht eine implizite
Verhaltensorientierung immanent zu sein scheint, die es erschwert, eine gerade
nicht auf Verhalten basierte Sicht in der Beschreibung des zu expandierenden
Graphen (in welche Begriffswelt nun auch immer dessen Bedeutung eingebettet
sein mag) in diesem Kontext einzunehmen.

Die konkrete Realisierung der Funktion POE sieht in diesem Falle wie folgt aus.
Ist die Liste (auch diese strukturelle Form liefle sich durch wenig Aufwand in
eine funktionale Darstellung bringen) der noch zu bearbeitenden Knoten leer, so
entspricht diese gerade der fiir keinen Wert definierten Funktion L. Ansonsten
gibt es wie im oben geschilderten Fall einen noch zu expandierenden Knoten
n mit einer entsprechenden Annotation A, die, wie bereits oben geschildert,
verarbeitet werden. Anders ist lediglich die Verkniipfung der Struktur, die im
vorherigen Fall als Vereinigung mit einer Menge realisiert wurde, in diesem
Fall jedoch einer bedingten Funktionsapplikation entspricht, wie auch die Be-
stimmung der Nachfolgerknoten, die im vorherigen Fall eine den Graphen als
Argument verarbeitenden Funktion succs benétigte, in diesem Fall jedoch einer
Funktionsapplikation auf den zu expandieren Graphen G selbst entspricht.

Aus Griinden der Einfachheit wurde in der konkreten Implementierung mittels
Scheme von diesen beiden Varianten (derer es mit Sicherheit noch mehrere gibt)
dahingehend abstrahiert, dass der Graph selbst und die Zugriffe auf diesen in
generischer Form gekapselt wurden. Eine vollstindige Implementierung dieser
Funktionen befindet sich im Anhang

Die Implementierung wurde durch die in Abschnitt etablierten Beispiele
getestet.

Laufzeitbetrachtungen

Laufzeitbetrachtungen gestalten sich in funktionalen Sprachen ebenso schwierig,
wie in mathematischen Formeln. Diese beschreiben ndmlich nicht gerade, die
Losung des Problems in Form von Schritten, als vielmehr die Reduktion des
Hauptproblems auf Teilprobleme im Sinne eines induktiven Vorgehens. In einem
bekannten Epigramm fasst A. J. Perlis (vgl. [Per82]) diese Situation wie folgt
zusammen.

A LISP programmer knows the value of everything, but the cost of
nothing.

Ein zynisches Gegenargument auf dieses Zitat war haufig A C programmer knows
the cost of everything, but the value of nothing. Doch welche Laufzeitbetrachtun-
gen sind in diesem Sinne letztendlich trotz solch pessimistischer Einstellungen
moglich? Als Ma$ fiir die Anzahl der Schritte in imperativen Sprachen kann
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Abbildung 6.4: Laufzeitgegeniiberstellung von Graphreprisentationen.

die Anzahl der Funktionsapplikationen in funktionalen Sprachen als addquates
Gegenstiick, als Grundlage von Laufzeitanalysen aufgefasst werden. In Anbe-
tracht des POE-Verfahrens héngt die Laufzeit also wesentlich sowohl von der
verwendeten Graphstruktur, wie auch von den Transformern ab.

Letztendlich stellt sich sich bei einer Realisierung der Graphstruktur mittels
Tupellisten eine erniichternde lineare average-case-Laufzeit (in der Anzahl der
Knoten) fiir das Finden von Nachfolgern ein. Auch das Aktualisieren der Kanten
verbucht mit einer linearen Laufzeit wiederum zu grofie Kosten. Bei Verwendung
von Hash-Tabellen konnen diese Zugriffs- und Aktualisierungskosten jedoch bei
sinnvoller Wahl einer geeigneten Hashfunktion auf eine amortisierte konstante
average-case-Laufzeit gesenkt werden. Eine Gegeniiberstellung der Laufzeiten
von einer Implementierung, die auf Tupellisten basiert und jeweils einer Imple-
mentierung, die auf Hash-Tabellen basiert, zeigt Abbildung[6.4] Zugrunde gelegt
wurde hierfiir ein einfacher Graph mit lediglich einem Knoten mit einer refle-
xiven Kante, sowie einem Transformer, der wihrend der Transformation eine
Ganzzahl bis zu einer Obergrenze hoch zéhlt und dadurch beliebig grofe lineare
Graphen erzeugt, deren Knotenanzahl von der Obergrenze abhéngt. Die Anzahl
der Knoten im expandierten Graphen wird in dieser Abbildung der Laufzeit in
Millisekunden gegeniibergestellt. Die Punkte in Diamantenform représentieren
hierbei die Implementierung mittels Tupellisten, wiahrend die Pluszeichen auf
die auf Hash-Tabellen basierende Realisierung verweisen. Die eingezogene Ge-
rade beschreibt eine lineare Funktion und soll lediglich der Orientierung dienen.



6.2. INTEGRATION IN DAS JAVA ABC 93

"= POE transformatio
init (optional easy) init

node attachment {let { ;; graph, transformer and init for poe process
b {g {alist-=graph '{{aa bb) {(bb cc} {cc)})) ;5 a --=b --=c¢
c (transf-g (lambda {n A) A))
d (init-g "((aa . att))))
2
f ;5 init T=0? with an environment psi = {(6* G TDnAaAn" S ,\})
i {list (cons 'b

{list g (mk-graph} init-g '{) #f #f #f #f transf-g))}}

transformer

;i change index i in 1ist 1 to val
{(define (subst 1 i val)}
{append {take 1 1)
{1ist val)
(drop 1 (+ 1 1))))

H 0
;3 transformer for poe with psi = {G*
{lambda (node psi)
(if {equal? psi 'bot)
'bot
{let {{G* (first psi}))
{G (second psi}))
(T {third psi))
(D {fourth psi))
{n {Fifth psi))
(A {sixth psi))
{n' {seventh psi))
{5 {eighth psi))
{1mbda {ninth psi}))

1224586 78
GTDnAR 5 ,4%)

{display (format "~&transforming psi™}))
{cond ({equal? node 'a)

i flend A 10 T mava T Tin

remove attachment

ot | transForm || store || fetch ||game -

Abbildung 6.5: Plugin zur Expansion von SIB-Graphen

6.2 Integration in das Java ABC

Neben einer API zur Integration in beliebige Scheme basierte Drittanwendun-
gen, entstand prototypisch ebenfalls eine Java basiert Variante. Diese war not-
wendig, um eine Integration mit dem Java ABCljab] zu realisieren. Beim Java
ABC handelt es sich um eine Modell gestiitzte und Java basierte graphische
Entwicklungsumgebung, in der durch Komponenten (genannt SIB — kurz fiir
Service Independant Building-Blocks) realisierte Basisfunktionalitéten in belie-
bigen Abstraktionsschichten zu gréfferen Anwendungen aggregiert werden. Die
jeweilige intentionelle Semantik der modellierten Graphen (auch genannt SIB-
Graphen) wird durch Plugins realisiert. Eine weitere Semantik fiir derartige
Graphen wurde in Form eines POE-Plugins realisiert, die es ermoglicht, derar-
tige Komponentengraphen unter Angabe eines Transformers zu expandieren.

Hierzu konnen die Intialbelegungen der SIBs entweder in einer tabellarischen
Form oder aber durch direkte Ausfiihrung von Scheme Code, der die Intialbe-
legung vornimmt, angegeben werden. Das Script fiir die Initialisierung muss als
Riickgabewert eine Liste aus Tupeln, die jeweils aus Knoten und Initialwert be-
stehen, realisieren, die an den entsprechenden Knoten annotiert werden sollen.

SIB
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Der Transformer selbst wird in Form eines kleinen Scheme-Scriptes abgelegt,
das fiir jeden zu expandieren Knoten ausgefiihrt wird. Dies muss in Form ei-
ner Funktion auf zwei Argumenten realisiert werden, in der das erste Argument
dem aktuellen zu expandierenden Knoten und das zweite Argument der bisheri-
gen Expansionsannotation entspricht. Abbildung[6.5] zeigt einen Screenshot des
Plugins.

Zusédtzlich wurde ein Syntax-Highlighter realisiert, der bei der Eingabe eine
visuelle Unterstiitzung fiir spezielle Schliisselworter bereitstellt.

Sowohl Annotionsinitialisierung, als auch der Transformer werden persistent
mit dem Modell abgelegt und kénnen beim erneuten Laden eines Modelles aus
diesem extrahiert werden.

Bei der Expansion des Graphen wird der Transformer fiir die jeweiligen Kno-
ten und Annotionsinformationen aufgerufen und erzeugt schlielich einen neu-
en SIB-Graphen, der dem urspriinglichen SIB-Graphen in seiner expandierten
Version entspricht. Die Annotationsinformationen stehen in Form von nicht-
persistenten Metainformationen (so genannten User-Objekten) an den Knoten
dieses neuen expandierten SIB-Graphen zur Verfiigung und kénnen von anderen
Plugins zur Weiterverarbeitung genutzt werden.

Realisiert wurde diese Integration in Java durch einen Java basierten Scheme-
Interpreter namens SISC (etwa [Mil02]).

Ein ebenfalls in das Java ABC bereits integrierter Model Checker mit Namen
GEAR|BR] wurde um die Moglichkeit erweitert, erfiillende Pfade auf dem Mo-
dell fiir Formeln aus 3u anzeigen zu lassen. Zu diesem Zweck kann eine Formel
wie gewohnlich in den Model Checker eingegeben werden. Die Uberpriifung und
Anzeige der moglichen Belege selbst wird dann jedoch durch das neu realisierte
Plugin {ibernommen. Dafiir kann das in Abbildung[6.6] gezeigte Fenster genutzt
werden, um mogliche Belege dieser Formel im iiberpriiften SIB-Graphen anzei-
gen zu lassen. Die einzelnen Folgen von Knoten, die die Formel belegen, werden
in einer Tabelle angezeigt und kénnen durch einen Klick darauf im SIB-Graphen
selektiert werden. Diese Pfadansicht kann durch Angabe eines reguliren Aus-
druckes im Eingabefeld iiber der Tabelle eingeschrinkt werden, um den Blick
auf Pfade zu lenken, die fiir den aktuellen Anwendungsfall relevant erscheinen.
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Kapitel 7

Ausblick

Der folgenden Abschnitt liefert einen kurzen Uberblick iiber mogliche Ansétze
fiir iiber diese Arbeit hinausgehende Studien, sowie iiber neue Gedanken, die
sich aus dem Umgang mit der Thematik ergeben haben.

Zunichst féllt auf, dass das vorgestellte Verfahren nur fiir eine eingeschrénkte
Logik (eben Ju und Vv) konzipiert wurde. Weitergehende Uberlegungen sollten
daher eine Generalisierung auf den uneingeschréinkten p-Kalkiil beriicksichtigen.

Da das vom Anwender spezifizierte intendierte Verhalten nicht das spezifizierte
Verhalten per se ist, sondern vielmehr aus einem Abstraktions- und Uberset-
zungsprozess in eine formale Sprache hervorgegangen ist, liegt hier eine Quelle
moglicher Fehler, die die Etablierung des Model Checking-Verfahrens in prakti-
schen realen Umgebungen und unter realistischen — und damit komplexen — An-
wendungsbedingungen erschweren. Ziel weiterer Forschungen kann somit sein,
die zur Zeit etablierten Logiken auf ihre Anwendbar- und Benutzbarkeit hin zu
untersuchen bzw. die bestehende Liicke zwischen Spezifikations- und Implemen-
tierungssprachen zu verkleinern und schliellich zu beseitigen.

Das POE-Verfahren wurde speziell fiir ein Verhalten beschreibende Kontroll-
flussgraphen eingefithrt und auch in dieser Arbeit weitgehend unter diesem
Gesichtspunkt behandelt. Dennoch wurde schnell klar, dass sich Graphen, die
andere Phiénomene beschreiben, nur schlecht oder aber gar nicht mittels POE
expandieren lassen. Sicherlich liele sich das POE-Verfahren jedoch dahingehend
verallgemeinern, um andere Graphen damit behandeln zu kénnen. Beschrieben
die Graphen etwa ein Schaltnetzwerk, so wird das Ergebnis eines Knotens in
diesem Fall von all seinen Eingéngen, also von all seinen Vorgéngern bestimmt.
POE expandiert jedoch in Richtung der Nachfolger, und diese zudem einzeln.
Eine Generalisierung bestiinde also darin, sowohl iiber die Nachfolger als auch
iiber die Vorgénger abrollen zu kénnen und zudem die Moglichkeit zu besit-
zen, nicht nur existenziell, sondern auch all-quantifiziert die Annotationen iiber
Nachfolger bzw. Vorgénger bestimmen zu kénnen.

Eine weitere Verallgemeinerung moge darin bestehen, das POE-Verfahren auf
hierarchische Graphen auszuweiten und damit eine weitere Kategorie impliziter
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Strukturbeschreibungen abzudecken. Hiermit sind dann jedoch explizit unendli-
che Strukturen moglich, die es im Besonderen zu beachten gilt. In diesem Fall ist
die Terminierung nicht ausschliellich durch den Transformer bedingt, sondern
hinge in diesem Fall auch mafigeblich von der Graphstruktur ab.

Die durch das POE-Verfahren und auch schon die durch die Erzeugung der
Spielgraphen generierten Graphen wachsen in Bezug auf Modellgréfie und For-
meltiefe schnell immens. Hier gibt es sicher noch Moglichkeiten, diese Graphen
entweder in ihrer Grofe selbst zu reduzieren (insbesondere die expandierten
Spielgraphen konnen eventuell direkt auch auf dem Modell selbst, ohne den
Umweg iiber den Spielgraphen, expandiert werden) oder aber die Graphen im-
plizit zu beschreiben. Letztere Variante ist sowohl fiir den Spielgraphen wie
auch fiir den Expansionsprozess darauf bedenkenswert, so dass auch spielbasier-
te Model Checking Algorithmen von einer solchen symbolischen Darstellung der
Spielgraphen profitieren kénnen.

POE beschreibt in Bezug auf Spielgraphen eine Interpretation der selbigen als
Kontrollflussstrukturen. Diese Interpretation durch POE kann jedoch umgangen
werden, wenn die Spielgraphen selbst als Kontrollstrukturen direkt — ohne den
Umweg iiber POE — interpretiert werden. Da POE in dem hier betrachteten Fall
mehrere Ausfithrungssequenzen einer solcher Kontrollflussstruktur gleichzeitig
betrachtet, miisste eine direkte Interpretation des Spielgraphen also eine ne-
benldufige Ausfithrung sein, die verzweigende Knoten als alternativ aber gleich-
zeitig auszufithrende Kontrollfliisse auffasst. Ebenso miissten die Spielregeln — in
diesem Falle die Gewinnbedingungen — einflussnehmend und spielentscheidend
in die Logik dieser Kontrollfliisse kodiert werden.

Die bisherigen Model Checking Ergebnisse zielen auf Ja/Nein- oder aber Ja/Nein-
Weil-Aussagen beziiglich des betrachteten Modelles ab. Nicht weiter betrachtet
wird jedoch die Formelstruktur bei der Argumentation. Hier ist weiterhin zu
untersuchen, welche begriindenden oder widerlegenden Informationen sich aus
derartigen Informationen fiir das Ergebnis des Model Checking Prozesses zie-
hen lassen. Das spielbasierte Model Checking erlaubt es, nicht nur Aussagen
iiber die Modellstruktur als vielmehr auch {iber die Formelstruktur zu tatigen.
So lisst sich etwa dariiber, warum eine Eigenschaft in einer Struktur erfiillt
ist oder nicht, nicht nur iiber die Struktur selbst argumentieren, als vielmehr
auch iiber Aussagen, die in Form von Teilformeln in der Eigenschaft existieren.
Ist eine Aussage bzgl. eines Modelles also nicht erfiillt, so kann dies zum einen
am Modell liegen, oder aber andererseits auch an der Eigenschaft. Bisherige
Ansitze sehen in Form von Fehlerpfaden immer die Modellierung als Argumen-
tationsgrundlage fiir die Nicht-Erfiillbarkeit, nicht jedoch die Eigenschaft selbst.
Erfiillbarkeit kann somit also entweder durch eine Anderung der Modellstruk-
tur, durch eine Anderung der Eigenschaft, oder aber durch eine Mischung aus
beidem erzielt werden. Nicht ganz klar scheint im Moment, in welcher Richtung
die Ergebnisse eine intentionelle Anleitung zur Anpassung der Eigenschaft an
die Modellierung, der Modellierung an die Eigenschaft, oder aber an eine An-
passung von Modellierung und Eigenschaft an die eigenen Vorstellung liefern
kann.



Kapitel 8

Fazit

Die Arbeit hat nach einer kurzen Einfiihrung in das Themengebiet Model Checking
und einer Anwendung auf Spielgraphen, insbesondere Wert auf den Wechsel der
Sichten gelegt, der bei diesem Vorgang geschehen ist. Nicht nur, weil sich die-
ser Wechsel in diesem Falle schon als fruchtbarer Kandidat erwiesen hat, son-
dern auch, weil ein weiterer Wechsel zum eigentlichen Ergebnis dieser Arbeit
fiihren konnte. POE war hierbei in diesem Sinne qualitativ eine gleichwertige
notwendige Anderung des Standpunktes bzgl. Spielgraphen, wie es die Spiel-
graphen ihrerseits fiir das klassische Model Checking Problem waren. Die im
klassischen Modell des Model Checking noch implizit kodierten Informationen
in den temporal-logischen Eigenschaften wurden durch den Spielgraphen expli-
ziert. Die noch verbleibende implizite Kodierung der Losungsmenge wurde nun
anschliefend durch POE weitergehend expliziert und erméglichte eine adaptive
Regulierung dieser erzeugten und im Sinne des Anwendungsfalles wiinschens-
werten Losungsmenge.

Die Einteilung von stark impliziten hin zu immer expliziteren Beschreibungen
soll noch einmal an der folgenden kleinen Taxonomie verdeutlicht werden.

e explizit

e semi-explizit

e semi-implizit

e implizit
Hierbei beschreiben die einzelnen Stufen die schrittweise Annéherung von einer
Problembeschreibung iiber eine Losungsbeschreibung bis zur faktischen Losung
selbst. Diese Einteilung ist nicht auf Model Checking allein beschrénkt, sondern

erlaubt fiir vielfdltige Probleme und deren Losungen eine Einteilung in eine
dieser vier Kategorien.

Rein implizite Beschreibungen von Problemen begegnen uns héufig in rein ma-
thematischen Kontexten. Hier wird die Struktur rein implizit beschrieben und
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keinerlei Aussagen iiber die Erzeugung getroffen — manchmal noch nicht einmal
iiber deren Existenz. So sagt die klassische Primzahldefinition nichts iiber deren
Existenz oder deren Bestimmung aus, sondern beschreibt diese nur in Bezug auf
ihre Teiler. Im Bereich des Model Checking ist der klassische Vertreter in die-
ser Kategorie wieder zu finden, der die zu untersuchende Eigenschaft (und bei
hierarchischen Modellen eventuell auch die Modelle selbst) nur in impliziter Be-
schreibung fiir erlaubte Pfadstrukturen auf dem Modell enthélt. Diese impliziten
Beschreibungen sind insofern sinnvoll und wichtig, als dass sie es ermdoglichen,
im Sinne einer Spezifikation betrachtet zu werden und vielfiltige Realisierungen
dieser Spezifikation zu ermoglichen.

Semi-implizite Beschreibungen erlauben nun die Darstellung eines algorithmi-
schen Losungsmusters, das eine Berechnung oder Anné&herung an die rein impli-
zite Grundlage ermoglicht, nicht jedoch offensichtliche Aussagen zur Terminie-
rung von Verfahren oder der Endlichkeit der Losung tétigt. So ist der Spielgraph
in diesem Sinne eine Explizierung, die jedoch nicht notwendigerweise endlich sein
muss, wenn es die zu grunde liegenden Modellstruktur etwa nicht ist. Ebenso
ermdglicht POE in diesem Zusammenhang eine Explizierung der Pfadstruktu-
ren, nicht jedoch notwendigerweise in jedem Fall — eben dann nicht, wenn die
verwendeten Transformer nicht terminieren.

Semi-explizite Beschreibungen garantieren nun, im Gegensatz zu den semi-im-
pliziten Beschreibungen, die Terminierung der Verfahren bzw. die Endlichkeit
der Strukturen (etwa der Spielgraphen oder aber der durch POE expandierten
Graphen). Da eine Terminierung fiir diese Kategorie notwendig ist, disqualifi-
zieren sich alle Turing-vollstéindigen Sprachen als allgemeingiiltige Kandidaten
der Problemlosung dieser Kategorie. Ohne gleich in eine rein explizite und da-
mit triviale Losungsbeschreibung zu fallen, existieren erstaunlich wenige Kan-
didaten im Bereich der Programmiersprachen, die derartige Probleme zu losen
vermdgen. Eine Moglichkeit ist etwa die von Hofstadter in [Hof79] vorgestell-
te Programmiersprache BLOOPEI7 die lediglich beschrinkte Schleifen zulésst.
Ein weiterer Kandidat wire ein POE-Verfahren, das sich auf Transformer mit
endlichem Bild beschrinkt. Ebenso in diese Kategorie fallen jedoch auch die vor-
gestellten POE-Graphen zu Bestimmung von Plénen. Diese erzeugen im Sinne
einer Aufzéhlung von Pfadstrukturen nicht-zyklische implizite Beschreibungen
in Form eines DAGs. Dieser lésst sich jedoch jederzeit explizieren, um schlieflich
eine rein explizite Losungsmenge zu erhalten.

SchlieBlich beschreibt die Kategorie expliziter Problembeschreibungen, eine end-
liche Darstellung der Losungsmenge selbst. Eine Losung des Problems der Prim-
zahlen zwischen fiinf und zehn bestiinde gerade in der Losungsmenge {5,7}.
Wenngleich es scheinbar wenige Anséitze zu Problemlosungsverfahren in dieser
Kategorie zu geben scheint, so findet sie dennoch ihre Anwendung etwa in Be-
reichen der Kiinstlichen Intelligenz, der unscharfen Logiken oder iiberall da,
wo Probleme nicht immer zwangsldufig berechenbar sind, sich aber aus einem
Fundus gesammelter Informationen Losungen generieren lassen — etwa durch
Immitationslernen eines Agenten wihrend eines Turingtests.

Den Weg von impliziten Problembeschreibungen hin zu immer expliziteren Losun-

IBLOOP steht fiir bounded loop.
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gen ist ein der Informatik immanentes Vorgehen der Problemreduktion. Klei-
ne (endliche) Teile eines uniiberschaubaren Gesamtproblems werden in lokalen
Strukturen behandelt, um somit Losungen fiir das Gesamte zu erzeugen. Die
Losungen fiir solche Explizierungsprozesse werden hierbei seit jeher wiederum
in impliziten Problem-Losungs-Sprachen (Programmiersprachen) behandelt, die
ihre impliziten Eingaben explizieren.

Im Kontext des Model Checkings ist dieser Explizierungsprozess in mehreren
Stufen erfolgt. Das Ursprungsproblem geht von einer expliziten Graphreprisen-
tation aus (die wiederum ihrerseits einer impliziten Kontrollstruktur zugrunde
liegen mag), die auf Eigenschaften hin untersucht werden soll, die wiederum im-
plizit durch Ausdriicke einer Logik beschrieben werden. Diese Eigenschaft wird
(zusammen mit der Modellstruktur) weiter in einen Spielgraphen expliziert. In
diesem wird der implizite Charakter des Ursprungsproblems in die Regeln ver-
lagert, wo er sich in Form von unendlichen Spielen niederschlégt. Hier greift
nun das POE Verfahren an und expliziert aus diesen Spielen, alle interessanten
(im Sinne der Definition aus Abschnitt [5)) moglichen endlichen Spiele in einen
DAG, die es ermdglichen, einen Sieger zu ermitteln. Dieser DAG wiederum wird
auf die Modellkomponenten des Ursprungsproblems projiziert und ermoglicht
letztendlich die Ermittlung einer expliziten Losung im urspriinglichen Problem-
raum.

Auf diesem Weg ist gut zu erkennen, wie mit zunehmender Explizierung der
Losung die Grofie der Darstellungen (von Modell und Formel iiber Spielgraph
und expandiertem POE-DAG bis hin zu den aufgezihlten Pfaden) anwiichst,
wenngleich das Problem in seiner Wurzel durch die Reduktion der Logik der
Eigenschaften bereits verkleinert wurde. Dies ist jedoch auch nicht weiter ver-
wunderlich, ist das Problem doch bereits fiir alle endlichen Pfade auf endlichen
Modellstrukturen exponentiell in der GréBle der Modelle. Vielmehr lag der Kern
der Arbeit jedoch auch nicht auf Effizienzbetrachtungen, denn auf einer Fusion
und damit Anderung verschiedener scheinbar gegensitzlicher Standpunkte in
ein neuartiges Verfahren, das es nunmehr erméoglicht, den Losungsraum fiir das
Model Checking Problem exemplarisch zu erkunden, oder aber auch durch die
Wahl eigener Transformer und eigener Logiken adaptiv zu generieren.
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Anhang A

Implementierungsdetalils

A.1 POE

Abbildung[A.T]zeigt eine Implementierung des POE-Verfahrens in Scheme. Hier-
bei wurde, bis auf bei den hervorgehobenen Funktionen empty-graph, succs
und add-edges lediglich der Sprachstandard, sowie einige Implementierungsvor-
schldge in Form von SRFIs (Scheme Request For Implementation, vgl. auch
[srf]) verwendet. Die generische Graphschnittstelle zur Manipulation von Gra-
phen erfordert lediglich die Implementierung der drei oben bereits genannten
Funktionen zur Bestimmung der Nachfolger eines Knotens (succs), dem Hin-
zufiigen einer Menge von Kanten bzw. Knoten in der Form einer Liste bestehend
aus dem Quellknoten an der ersten und den Zielknoten an den {ibrigen Stellen
(add-edges), sowie die Moglichkeit, auf einen leeren Graphen ((empty-graph))
zuzugreifen.

Die Menge der zu expandierenden Knoten wird in Form einer Liste aus Paaren
iibergeben, wobei jedes Paar jeweils aus einem Knoten des zu expandierenden
Graphen, sowie einer an diesem Knoten initial geltenden Annotation besteht.
Der Aufruf zur Bestimmung von Wurzeln mit Hilfe des Newtonverfahrens aus

103
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(define (POE:trans transformer graph todos dones)
(define (T ts ds)

(if (null? ts)
empty-graph
(let* ((n (caar ts))
(A (cdar ts))
(transformed
(map (lambda (succ)
(cons succ (transformer succ A)))
(sucecs n graph)))
(new-edges (cons (car ts) transformed)))

(add-edges new-edges
(T (1set-difference equal?

(append (cdr ts)
transformed)

(cons (car ts) ds))

(cons (car ts) ds))))))
(T todos dones))

(define (poe graph transformer init)
(POE:trans transformer
graph
init

>0))

Abbildung A.1: POE als Scheme-Programm
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Abschnitt wiirde in diesem Falle also wie folgt aussehen.

(poe (add-edges ’(b)
(add-edges ’(a a b) empty-graph))

(lambda (n A)
(cond ((equal? n ’b) (* A A))
((equal? n ’a)
(let ((fault (abs (- 2 (x A A)))))
(if (< fault 0.01)
A
 (+ (/248 8
2))))
(else ’BOT)))

((a . 1.0)))

Das erste Argument kodiert den Graphen der Eingabe — Knoten a tibernimmt
hierbei die Rolle des Iterationsschrittes, wihrend im Knoten b die Probe in
Form eines Quadrierungsschrittes durchgefiithrt wird. Die anonyme A-Funktion
beschreibt den Property Transformer, der abhingig vom aktuellen Knoten ent-
weder die vorhandene Annotation quadriert oder aber eine gewichtete Mittel-
wertbildung vornimmt. Da der Graph fiir diesen Fall unendlich grof ist, weil
das Verfahren die Wurzel nur beliebig annédhern, nicht jedoch genau bestimmen
kann, erfolgt ein Abbruch bei einer geniigend kleinen Differenz zu einem Sollwert
(in diesem Fall 0.01). Initialisiert wird das Verfahren mit einer 1 am Knoten a.
Als Ergebnis liefert die Funktion ein Ergebnis entsprechend der zugrunde lie-
genden Graphrepréisentation, das dem expandierten Graphen entspricht.

Abbildung zeigt noch eine end-rekursive Fassung der Funktion. Diese be-
dient sich einer Hilfsfunktion T-it, die das Ergebnis des Expansionsprozesses
im letzten Argument aufsammelt und schlielich zuriick gibt, wenn die Liste der
noch zu expandierender Knoten ts leer ist.

A.2 Transformer

Die im Abschnitt iiber die POE Transformation vorgestellten Transformer
wurden jeweils als Scheme Funktionen, die auf zwei Argumenten arbeiten, reali-
siert. Das erste Argument beschreibt den Knoten, den es zu expandieren gilt, das
zweite Argument enthilt schliefllich die bisherige Transformationsinformation.
Hierbei ist es wesentlich fiir die Transformer, mit welchen Initialisierungsinfor-
mationen die POE Expansion gestartet wurde.

Um die Darstellung iibersichtlich zu halten und auf die wesentliche Funktio-
nalitéit zu konzentrieren, wurden die Transformer nicht robust implementiert,
sondern gehen von einer korrekten Benutzung aus.

Der erste Transformer transformer-k beschreibt die Implementierung der Funk-

transformer-k
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(define (poe:trans transformer graph todos dones)
(define (T-it ts ds poe-g)
(if (null? ts)

poe-g

(let* ((n (caar ts))
(A (cdar ts))
(transformed
(map (A (succ) (cons succ (transformer succ A)))

(succs n graph)))

(new-edges (cons (car ts) transformed)))

(T-it (1set-difference equal?
(append (cdr ts) transformed)
(cons (car ts) ds))
(cons (car ts) ds)
(add-edges new-edges poe-g)))))
(T-it todos dones empty-graph))

Abbildung A.2: POE als end-rekursives Scheme-Programm

tion f Xk Dieser geht von einer Initialisierung mit einer Annotation aus, die so-
wohl den aktuellen, als auch die maximale Anzahl der zu explorierenden Knoten
in einem Tupel (n, k) widerspiegelt. Dies wird durch ein Paar (n . k) realisiert,
wobei n jeweils erhoht wird, wenn k noch nicht erreicht wurde.

(define (transformer-k node A)
(if (eq? A ’BOT)
’BOT
(let ((n (car A))
(kx (cdr A)))
(if (< n k) (cons (+ n 1) k)
’BOT))))

Der néchste Transformer transformer-1 realisiert die Funktion fXé und geht
von einer Initialisierung mit einer Zahl (reell, ganz-rational oder natiirlich) aus.
Diese Zahl wird in jedem Schritt erh6ht, wenn das Zufallsereignis einen Fortgang
widerspiegelt, und beendet im anderen Fall. Die Funktion (random-real) liefert
hierbei eine Zufallszahl 0 < z < 1 und ist in SRFI 27 (vgl. [stf]) spezifiziert.

(define (transformer-1 node A)
(cond ((eq? A ’BOT) ’BOT)
((> (random-real) 0.5) (+ A 1))
(else ’BOT)))

Der Transformer zur Ermittlung nicht-zyklischer Expansionen transformer-~
entspricht einer Realisierung der Funktion f X - Er geht von einer Initialisierung
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mit einer Liste, die den Knoten selbst enthilt, aus, welche sich in Scheme durch
ein Paar (n . (n)) fiir einen Knoten n realisieren lisst.

(define (transformer-~ node A)
(cond ((eq? A ’BOT) ’BOT)

((member node A) ’BOT)

(else (cons node A))))

Der schlieBlich letzte Transformer transformer-union-new realisiert die Funk-
tion fxguxg' Die Annotation besteht hierbei aus einer Liste von besuchten
Knoten, von denen einige moglicherweise bereits mehrfach aufgesucht wurden.
Gesunde Knoten werden hierbei in einem Tupel besteht aus Knoten und einem
~ dargestellt. Die Funktion definiert zunéchst eine Hilfsfunktion mark~, die ein
iibergebenes Argumente, das nicht mit ~ markiert ist, mit einem ~ markiert und
ansonsten eine bereits vorhandene Markierung belésst. Anschliefend wird eine
der Funktion f XOUXy entsprechende Fallunterscheidung durchgefiihrt und die
Elemente in der Annotation entsprechend ihrem Gesundheitszustand geéindert
bzw. neu aufgenommen.

Die Funktion cut dient der Spezialisierung eines oder mehrerer Parameter und
ist in SRFI 26 (vgl. wiederum [srf]) spezifiziert.

(define (transformer-union-new node nodes)
(define (mark™ x)
(if (and (pair? x) (equal? (cdr x) ’7))
X
(cons x ’7)))

(if (eq? nodes ’BOT)
’BOT
(let ((node~ (cons node ’7)))
(cond ((not (or (member node” nodes)
(member node mnodes)))
(cons node
(map (cut mark”™ <>) nodes)))

((member node” nodes)
(cons node (delete node” nodes)))

(else ’BOT)))))

A.3 Teilformelbestimmung

Im Folgenden wird eine Funktion zur Bestimmung der Menge aller Teilformeln
einer gegebenen Formel f vorgestellt. atom? beschreibt hierbei ein Préadikat, das
zu true auswertet, genau dann, wenn das gegebene Argument einen atomaren
nicht weiter zerlegbaren Ausdruck — also entweder eine atomare Proposition

transformer-union-new
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oder eine Fixpunktvariable — darstellt. Dann ergibt sich die Menge SF(¢) — die
Menge aller Teilformeln von ¢ — wie folgt.

SF((bl) U SF(d)Q) U {¢} falls ¢ = ¢1 V ¢2 oder qb = ¢1 A ¢2
SF($) = {o} falls  atom?(¢)
)= SE(¢") U{s} falls ¢ = o¢' oder ¢ = O¢’
SF(¢') U{e} falls ¢ = pX.¢" oder ¢ = vX.¢/

Eine Implementierung einer solchen Funktion zeigt die folgende Realisierung in
Scheme. Hierbei wird die Formel in einer Prefixdarstellung angenommen. Somit
wiirde etwa die Formel pX. ¢ X V true in dieser Notation in (MIN X (OR true
(DIA X))) iberfiihrt.

(define (all-sub-exps ¢)

(define (atom? ¢)
(and (not (pair? ¢))
(not (null? ¢))))

(define (sub-exps P)
(cond ((null? ®)
S0))

((atom? (car ®))

(1set-adjoin equal?
(sub-exps (cdr @))
(car ®)))

(else
(1set-adjoin equal?
(sub-exps (append (cdar ®)
(cdr @)))
(car ®)))))

(sub-exps (list ¢)))

A.4 Bindungsbestimmung fiir Fixpunktvariablen

Der folgende Abschnitt beschreibt die Implementierung einer Funktion zur Be-
stimmung einer Teilformel, an die eine gegebene Fixpunktvariable X in einer
Formel ¢ gebunden ist.

false falls X e APV X € FIX
bound(X,¢) = ¢ ¢ falls ¢ = 0 X.¢' mit o € {p,v}
Jda € args(o) : bound(X,a) sonst
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Hierbei liefert args gerade die Argumente der Funktion ¢. Der Quantor J wertet
nicht in jedem Fall zu einem boolschen Wert true oder false aus, sondern liefert
eine giiltige — in diesem Zusammenhang nicht zu false auswertende — Belegung
der Variablen, iiber die die Quantifizierung durchgefiihrt wird, sofern eine solche
existiert. Gibt es keine solche Belegung, so wertet 3 ebenfalls zu false aus. So
gilt etwa (3z € {0,1} : 0) = 0, andererseits gilt jedoch (3z € {0,1} : 2) = false.

Eine Implementierung der obigen Funktion in Scheme ist im Folgenden zu sehen.

(define (bound fix ¢)
(cond ((not (pair? ¢))
#£)

((and (member (first ¢) ’(max min))
(equal? fix (second ¢)))

®)

(else (any (cut bound fix <>)

(cdr ¢3))))

Hierbei wird die Formel ¢ wie auch schon in Abschnitt [A.3]in einer Prefixnotation-
Notation angenommen. any iibernimmt hierbei die Rolle von 3 und cut spezia-
lisiert ein Argument der {ibergebenen Funktion.
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Anhang B

Beweise

Die in einigen der vorherigen Abschnitte nur argumentativ unterstiitzten, jedoch
nicht formal gefithrten oder zu technischen Beweise, werden an dieser Stelle nun
ausfiihrlich formuliert.

B.1 Wohldefiniertheit von POE

Die in Abschnitt vorgestellte Realisierung von POE mittels einer funktio-
nalen Implementierung terminiert nicht in jedem Fall. Ob das Verfahren termi-
niert, hingt zum einem von der zu expandierenden Modellstruktur, und zum
anderen vom verwendeten Transformer ab. Die Modellstruktur hat nur in sofern
einen Einfluss, wenn sie nicht endlich ist und somit iiber unendliche lange Ketten
in dieser Struktur eine Terminierung verhindert. Etwas subtiler gestaltet sich
das Terminierungskriterium bzgl. des Transformers. Hierbei ist leicht einzuse-
hen, dass eine Terminierung stark vom Wertebereich des Transformers abhéingt.
Besitzt der zu expandierende Graph etwa nur einen Knoten mit einer reflexi-
ven Kante und soll die Expansion mit dem Transformer f(n)(A) = A+ 1 und
einer Initialisierung des Knotens mit einer beliebigen Ganzzahl durchgefiihrt
werden, so erzeugt der Transformer immer wieder neue Knoten, die es ihrerseits
zu expandieren gilt, ohne eine Terminierung zu garantieren.

Nun soll gezeigt werden, dass fiir endliche Wertebereiche des Transformers
das POE Verfahren stets terminiert. Wenngleich diese Einschrdnkung unter
Umstinden zu stark erscheint, so ldsst sie sich der Beweis dennoch einfach
und direkt aus der Funktionsdefinition ableiten. Hierbei beschreibt ran(f) den
Bildbereich unter dem Definitionsbereich von f, also das Bild der Funktion f.
Dagegen beschreibt ran(G)(f) das Kreuzprodukt aus Modell und dem Bild von
f, es gilt also ran(G)(f) = {(n, A)|n € Gy, A € ran(f)}.

Zur Erinnerung folgt an dieser Stelle erneut die Definition von POE aus Abbil-

dung [6.2] von Seite
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POE(G, f,0, D) = 0
POE(G, f,(n,A) : T,D) = POE(G, f,(TUt2)\(DU (n,A)),DU (n,A))
uTA

Hierbei gilt t2 = {(n’, f(n)(A))|n/ € sucesg(n)} und T2 = {(n,A) — z|z €
i}

Satz 5 Wenn |ran(G)(f)| < co und T C ran(G)(f) 2 D, dann gilt

POE(G, f,T,D) # L.

Beweis Falls T = 0, gilt POE(G, f,0,D) = 0 # L. Der andere Fall wird nun mit-
tels Induktion iber |ran(G)(f)\D| gezeigt. Fir den Induktionsanfang gelte also
|ran(G)(f)\D| = 0. Also gilt ran(G)(f) C D. Zusammen mit D C ran(G)(f)
folgt D = ran(G)(f). Dann folgt jedoch
POE(G, f,(n,A): T,D) =
POE(G, £, (T Ut\(D U (n, 4)), DU (n, A)) U/ =
POE(G, f,(T Uti)\ran(G)(f),ran(G)(f)) U T, =
POE(G, f,0,ran(G)(f)) UT;! =
TA
Der vorletzte Schritt folgt aus T C ran(G)(f) und t2 C ran(G)(f). Fir den
Induktionsschritt sei nun also |ran(G)(f)\D| = n. Wiederum folgt

POE(G, f,(n,A): T,D) =
POE(G, f,TUt;\(D U (n, A)),D U (n, A)) UT;!

Nun gibt es zwei Mdglichkeiten. Entweder ist der zu expandierende Knoten
(n, A) bereits in D enthalten oder nicht.

(n,A) € D — Dann folgt die Behauptung mittelbar, denn dann gilt (n, A)UD D
D und insbesondere auch |(n, A)UD| > |D| und damit auch |ran(G)(f)\D| >
lran(G)(f)\D U (n, A)| und der Induktionsschluss lisst sich vollziehen.

(n,A) € D - Dann folgt
POE(G, £, (T UtA\D, D) UTA

Falls gilt T Ut2\D = 0, folgt direkt POE(G, f,0,D) UTA = T2 # 1.
Ansonsten folgt fiir geeignete Wahl von n', A" und T’
POE(G, f,(n/,A") : T',D)U T =
POE(G, f,(T' UtA )\(DU (', A)), DU (', A")) UT:
Insbesondere gilt nun jedoch auch (T'Ut2)\(DU(n', A"))N(DU(n’, A"))

(0 und die Argumentation ldsst sich erneut, dann jedoch wie unter (n, A) &
D wollziehen O
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B.2 Terminierungsnachweis von fy1

Der nachfolgende Beweis beschreibt den bereits informal in Abschnitt vor-
gestellten Nachweis iiber die Terminierung des Transformers fXé , der eine be-
liebige Exploration beschreibt.

Lemma 3 FEin POE-Algorithmus, der einen beliebigen Graphen mit dem Trans-
former
A+1  falls rand() > 0.5
P ) = { falls rand()

1 sonst

expandiert, terminiert.

Beweis Angenommen, der Transformer fXé, setze die Transformation jeweils

mit einer Wahrscheinlichkeit von % fiir eine beliebige aber feste positive ganz-
zahlige Gréfle k fort. Dann betrigt insbesondere die Wahrscheinlichkeit fiir eine
zweimalige Ausfithrung des Transformers k% und die Wahrscheinlichkeit fir ei-
ne n-malige Ausfihrung ,%n Schliefslich betrdigt jedoch die Wahrscheinlichkeit
fiir eine Nicht-Terminierung lim, oo ,%n = 0. Ergo muss die Transformation
terminieren O
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